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RESUMO

Essa tese teve como objetivo analisar que contribuicOes a partir de uma organizacgao de ensino
por meio da resolucéo de problemas séo identificadas na aprendizagem do contetdo de sistemas
lineares com estudantes do 2° ano do Ensino Médio. Para tanto, esse trabalho trata-se de uma
pesquisa de abordagem qualitativa na modalidade de pesquisa pedagodgica. Os participantes
dessa investigacdo foram 34 alunos, sendo 12 do género masculino e 22 do género feminino do
2° ano do Ensino Médio de uma escola publica cujo professor-pesquisador é docente da
disciplina de matemaética. Para tanto foi implementada uma proposta de organizacdo de ensino
baseada nas quatro etapas (uso do problema como ponto de partida, formacdo do conceito,
definicdo do conteldo e aplicagdo em novos problemas) de Proenga (2021) abarcando o
conteddo de Sistemas Lineares (SL). Os instrumentos e técnicas de registro empregados para
coleta de dados foram: gravacao de audio, fotografias, registros dos alunos e notas de campo
do professor pesquisador. Os procedimentos de andlise de dados abarcaram a pesquisa
qualitativa descritiva e interpretativa. Os eixos norteadores de analise foram os seguintes: Eixo
1 — Compreensdo e desempenho dos alunos no uso do problema como ponto de partida para o
ensino de SL; Eixo 2 - Compreensdo e desempenho dos alunos relativos aos conceitos de SL;
Eixo 3 - Compreensdo e desempenho dos alunos no processo de ensino de definicdo do
contetdo de SL; Eixo 4 - Compreensdo e desempenho dos alunos na resolucdo de novos
problemas envolvendo SL; e Eixo 5 — Compreensdo e desempenho dos alunos relativos ao
contetdo de SL por meio de avaliacdo escrita. Os resultados mostraram que a organizacao de
ensino proposta permitiu o favorecimento do processo da aprendizagem, haja visto que o0s
alunos investigados demonstraram compreensdo conceitual de SL, e compreensdo dos
procedimentos algoritmicos de SL, tendo em vista também o uso destes conhecimentos na
resolucdo de novos problemas relativos ao contetdo de SL o que culminou em um processo
gue caminhou para a constru¢cdo do pensamento algébrico. Entretanto, os participantes
investigados tiveram dificuldades concentradas na etapa de execugdo e monitoramento durante
a RP observadas nos eixos de analise 3, 4 e 5. Nesse sentido, a presente pesquisa trouxe
contribuicbes em trés vertentes, a saber: (a) no avanco do ensino de algebra e do pensamento
algébrico — referente a transicdo da aritmética para a algebra e as demandas representar e
raciocinar do pensamento algébrico; (b) na abordagem da RP durante o trabalho em sala de aula
— por meio de um trabalho conceitual prévio a definicdo do conteudo em um ambiente de
aprendizagem significativa; e (c) nos apontamentos de dificuldades na aprendizagem de SL,
ainda pouco reveladas pelas pesquisas — no caso de nosso estudo, essa dificuldades ocorreram
no uso de conhecimentos procedimentais, relativo a etapa de execucdo de RP, na etapa de
monitoramento da RP, e nas demandas raciocinar e resolver problemas do pensamento
algébrico e que precisam ser melhor pesquisadas e reconstruidas. Contudo, esperamos que esse
estudo sirva de respaldo para novas propostas de ensino de SL por meio da RP na Educagéo
Matematica, valorizando a aprendizagem conceitual e procedimental dos alunos ao resolverem
problemas e também para aprenderem a resolver problemas.

Palavras-chave: Ensino de Matematica. Sequéncia Didatica. Abordagem de ensino. Sistemas
Lineares.



ABSTRACT

This thesis aimed to analyze what contributions from a teaching organization through problem
solving are identified in learning the content of linear systems with 2nd year high school
students. Therefore, this work is a research with a qualitative approach in the form of
pedagogical research. The participants in this investigation were 34 students, 12 male and 22
female, from the 2nd year of high school at a public school whose teacher-researcher teaches
mathematics. To this end, a proposal for teaching organization was implemented based on the
four stages (use of the problem as a starting point, formation of the concept, definition of the
content and application to new problems) of Proenca (2021) covering the content of Linear
Systems (SL) . The instruments and recording techniques used for data collection were: audio
recording, photographs, student records and field notes from the research professor. Data
analysis procedures encompassed descriptive and interpretative qualitative research. The
guiding axes of analysis were as follows: Axis 1 — Students’ understanding and performance in
using the problem as a starting point for teaching SL; Axis 2 - Students' understanding and
performance regarding SL concepts; Axis 3 - Students' understanding and performance in the
teaching process of defining SL content; Axis 4 - Students' understanding and performance in
solving new problems involving SL; and Axis 5 — Students’ understanding and performance
related to SL content through written assessment. The results showed that the proposed teaching
organization allowed the learning process to be favored, given that the students investigated
demonstrated conceptual understanding of SL, and understanding of SL algorithmic
procedures, also taking into account the use of this knowledge in solving new problems. relating
to the content of SL, which culminated in a process that led to the construction of algebraic
thinking. However, the investigated participants had difficulties concentrated in the execution
and monitoring stage during the PR observed in analysis axes 3, 4 and 5. In this sense, the
present research brought contributions in three aspects, namely: (a) in the advancement of
teaching of algebra and algebraic thinking — referring to the transition from arithmetic to algebra
and the representation and reasoning demands of algebraic thinking; (b) in the PR approach
during classroom work — through conceptual work prior to defining the content in a meaningful
learning environment; and (c) in the notes of difficulties in learning SL, still little revealed by
research — in the case of our study, these difficulties occurred in the use of procedural
knowledge, related to the PR execution stage, in the PR monitoring stage, and in the demands
of reasoning and solving problems of algebraic thinking and which need to be better researched
and reconstructed. However, we hope that this study will serve as support for new proposals
for teaching SL through RP in Mathematics Education, valuing students' conceptual and
procedural learning when solving problems and also learning to solve problems.

Keywords: Mathematics Teaching. Following teaching. Teaching approach. Linear systems.
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APRESENTACAO

Atuo como professor de Matematica ha quase 20 anos, tendo trabalhado tanto em
escolas publicas quanto privadas, lecionando nos anos finais do EF, no EM, na Escola do
Campo, Ensino Superior e na Pos-Graduacdo. Neste periodo, participei de cursos, eventos,
palestras, semanas pedagogicas, sala de bate-papo virtuais (como 0 GTR — Grupo de Trabalho
em Rede dos professores da Educagdo Bésica do Estado do Parand) nos quais estudamos e
debatemos os novos rumos da Educacao e, sobretudo da Educacdo Matematica.

De maneira geral, conversando com colegas professores que ministram também a
disciplina de Matematica na escola, comecei a observar que muitos reclamam da falta de
qualificacdo para usarem metodologias de ensino para abordar os diferentes contetdos para
seus alunos. Dificuldades essas que muitas vezes ocorrem, por falta de tempo e condicdes
financeiras para se fazer uma qualificacéo profissional. Quadro também corroborado pelo medo
do novo, pelo ndo conhecimento de novas e diversificadas abordagens de ensino e como usa-
las de maneira adequada em sala de aula.

Conversando com os colegas verifiquei que a dificuldade estava principalmente em
questdes como: Em que momentos do processo de ensino e aprendizagem uma metodologia
deveria ser implementada? Se seria antes, durante ou depois de aplicar defini¢cbes de conceitos
matematicos; se seria antes, durante ou depois de uma avaliacdo dada aos alunos; quais
metodologias seriam adequadas para determinados conteldos?

Outrora, trocando ideias com professores de mesmas escolas nas quais trabalhava, vi
gue muitos estudam diferentes metodologias para serem usadas em suas aulas, mas nao sabiam
fazé-las de maneira adequada, segundo preconizavam os referenciais tedricos de cada uma
delas. Ouvi de muitos também que defendiam o chamado método tradicional baseado
principalmente do quadro de giz e livro didatico, que ndo viam diferenca na aprendizagem dos
alunos se usassem diferentes metodologias. Pensei em seguida, em como contribuir para
“prové-los do contrario” ndo so recorrendo a um vasto acervo cientifico sobre o assunto, mas
também apresentando uma proposta préatica vivenciada e experenciada por mim.

Em relacdo a vida académica, me formei em Licenciatura em Matemética na UNESPAR
- Universidade Estadual do Parand e me apaixonei pela sala de aula desde a época de estagio.
Algum tempo depois, em 2016 terminei o Profmat - mestrado profissional nacional em

matematica pela UEM — Universidade Estadual de Maringa apresentando uma dissertacdo em
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que apontava a usabilidade e aprendizagem do software GeoGebra no ensino de funcéo afim
com alunos do 1° ano do EM.

Em 2019, ao entrar para o doutorado tive contato com a abordagem de ensino via
resolucdo de problemas por meio do trabalho do livro “Resolugdo de problemas:
encaminhamentos para o ensino e a aprendizagem de matematica em sala de aula” de autoria
do meu orientador, o professor Dr. Marcelo Carlos de Proenga. Foi um ano de muitos
aprendizados, nos quais pude conhecer 0s pressupostos tedricos da resolucéo de problemas e
entender sua implementacdo em sala de aula, o qual preza por utilizar o problema como ponto
de partida e ndo a definicdo matematica.

Atualmente trabalhando 40 horas semanais com alunos dos anos finais do EF e do EM
da rede publica de educacdo basica do Estado do Parana, me vi rodeado por questionamentos
de como usar a resolucao de problemas nas minhas aulas. Apos muitos estudos sobre o tema, a
minha sala de aula tornou-se um campo fértil para minhas proprias pesquisas e aprimoramento
da minha prética pedagdgica.

Nesses quase 20 anos de magistério, um dos contelldos matematicos que mais tive
dificuldades de lecionar foi o contetdo de sistemas lineares — SL. Seja no Ensino Fundamental
- EF, trabalhando com duas equac@es e duas incognitas ou no Ensino Médio - EM ensinando
SL 3x3, a maioria das minhas aulas desse contetido terminava em decep¢ao enquanto professor.
Sempre verifiquei que a maioria dos alunos deixavam em branco as questfes de trabalhos
avaliativos ou de avalia¢Ges descritivas que abarcavam SL. Muitos do que faziam, ou faziam a
resolucdo errada ou parcialmente errada. Se eu colocasse uma situacdo problema, a maioria ndo
sabia identificar que ali se tratava de um sistema linear e ndo sabia como transforma-la da
linguagem materna para a linguagem matematica.

Quando tive a oportunidade de lecionar por 4 anos a disciplina de Geometria Analitica
e Algebra Linear para dois cursos de ensino superior — Engenharia Civil e Engenharia de
Producédo — de uma faculdade privada, verifiquei uma ampliacdo dessas dificuldades: A grande
maioria dos alunos egressos do EM néo sabia resolver um SL. Muitos ndo sabiam identifica-lo,
seja na forma matematica pronta ou em uma situagdo matematica contextualizada apresentada.

Todo esse panorama vivenciado por mim, me levou a buscar durante o doutorado uma
forma da resolucgéo de problemas - RP ser minha parceira em sanar as minhas dificuldades para
ensinar meus alunos no contetdo de SL. Processo esse que facilitaria a aprendizagem dos

estudantes seja nos anos finais do EF ou no EM, niveis escolares nos quais leciono.
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Nesse panorama, cheguei a realizar as acfes propostas por Proenca (2018) para
introducgdo do conteudo de sistemas de equacdes do 1° grau com meus alunos de 8° ano do EF.
Os resultados alcancados foram muito satisfatérios, mas ainda faltava o trabalho da RP no
contetido de SL com os estudantes do EM.

Foi ai que em 2021, o professor Proenca publicou o artigo “Resolugdo de Problemas:
uma proposta de organizagdo do ensino para a aprendizagem de conceitos matematicos” —
Proenca (2021). A partir desse trabalho, surgiu a proposta de pesquisa dessa tese vindo ao
encontro das minhas dificuldades profissionais, que através de buscas em referenciais tedricos
pude verificar que também eram obstaculos apontados por diversos professores e autores
tedricos académicos.

Assim, essa tese busca contribuir com uma organizagéo de ensino para aprendizagem
de conceitos de matematica do contetido de SL por meio da resolucédo de problemas. A pesquisa
foi realizada pelo professor e pesquisador em sala de aula com seus 34 alunos do 2° ano do EM
de uma escola publica. Esperamos sobremaneira que essa pesquisa possa contribuir para o
campo da Educacdo Matematica, pesquisadores, futuros pesquisadores e para os professores

interessados em aprimorar sua pratica pedagdgica em relacdo ao tema abordado.
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INTRODUCAO

O ensino de &lgebra e a construcdo do pensamento algébrico séo temas abordados em
pesquisas no ambito nacional e internacional. Em relacdo ao pensamento algébrico, Blanton e
Kaput (2005) o apontam como um processo no qual os alunos fazem o desenvolvimento de
generalizacBes de ideias matematicas saindo de casos particulares, chegando a um discurso
argumentativo e evoluindo para uma expressdo formal que é apropriada a cada idade. Nesse
sentido, Ponte, Branco e Matos (2009) apontam que o pensamento algébrico demanda trés
competéncias e habilidades dos estudantes na aprendizagem de algebra: representar, raciocinar
e resolver problemas e modelar situagdes. Ponte (2006) corrobora com esse panorama nos
atentando que dessa forma, o pensamento algébrico deve ter cuidado ndo apenas com objetos,
mas na relacdo que existe entre eles, carregando assim a representacdo e o raciocinio de maneira
concreta e abstrata. Fechando essas ideias, Fiorentini, Miorim e Miguel (1993) apontavam que,
a medida que ocorre o desenvolvimento do pensamento algébrico no aluno, acontece a evolugao
de sua capacidade de expressar problemas e situacdes matematicas num processo que permitira
construir uma inter-relacdo entre a linguagem e o pensamento e nao a uma subordinacao desse
processo.

Sobre a documentos oficiais brasileiros, inicialmente os PCNs — Parametros
Curriculares Nacionais (BRASIL, 1998) apontavam que a algebra poderia ser ensinada por
meio da resolucdo de problemas, de maneira que os estudantes reconhecessem suas diferentes
funcBes e representacbes. Com o advento da BNCC — Base Nacional Comum Curricular
(BRASIL, 2018) — o ensino de algebra passou a objetivar a ideia do pensamento algébrico para
que o aluno venha a ter uma compreensao, representacdo e avaliacdo de problemas quantitativos
de modo a representa-los para linguagem simbdlica com o uso de letras.

Entretanto, quando nos deparamos com 0s apontamentos dos documentos oficiais e 0s
teoricos do pensamento algébrico vemos uma realidade bem diferente nas escolas brasileiras.
As ultimas provas como a do Saeb 2019 (BRASIL, 2021) e a do Pisa 2018 (BRASIL, 2021)
verificaram um baixo indice de proficiéncia em matematica dos estudantes brasileiros tanto do
Ensino fundamental - EF quanto do Ensino Médio - EM, resultado que aponta para alunos que
ndo conseguem resolver questdes simples e rotineiras que envolvem algebra. Kuhn e Lima
(2021) sugerem que esses dados demonstram que os professores de matematica tém

desenvolvido um trabalho fragmentado em relacdo ao ensino em sala de aula. Tal trabalho é
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baseado em um ensino mecanico, sem interacdo com conhecimentos prévios e que nao
desenvolve no discente suas competéncias e habilidades relativas ao conhecimento algébrico.

Este panorama foi evidenciado por Borges (2018) ao analisar pesquisas de dissertagdes
e teses que trouxeram a tona um ensino da algebra embasado apenas em técnicas algébricas,
com docentes presos a livros didaticos e sem um trabalho desse conteudo de forma
contextualizada e interdisciplinar. Um apontamento do autor que nos chama a atencdo é que
nenhum trabalho analisado por ele trata o que é ensinado aos estudantes como sendo algebra,
faltando assim um trabalho referente ao conceito desse conteido matematico.

Em se tratando mais especificamente do ensino de Sistemas Lineares - SL, tema de
nosso estudo, tanto os PCNs como a BNCC enfatizam que seu ensino deve possibilitar ao aluno
a competéncia de elaborar e resolver problemas do seu cotidiano, usando técnicas algébricas ou
gréficas. Porém, as dificuldades que foram citadas acima em relacdo a algebra se estendem ao
conteddo de SL. Ferreira (2013) aponta que o ensino de SL ¢é feito de forma rapida e superficial.
Segundo o autor, na abordagem de ensino desse contetido, ocorre uma preocupagdo muito
grande com as manipulacdes algébricas, as quais sdo vistas de forma desorganizada e
descontextualizada. J& Battaglioli (2008) e Cataneo e Rauen (2018) verificaram em suas
pesquisas livros didaticos que abordavam SL tendo como prioridade o célculo algébrico, que
exploravam muito pouco a resolugédo e elaboracdo de situagOes problemas, interpretacoes
gréaficas e resolucbes inversas. Por fim, Negromonte et al. (2009) e Valenzuela (2007) ao
fazerem estudos com alunos de 7° ano e 8° ano do EF, respectivamente, observaram estudantes
com dificuldades de compreensdo, entendimento e até rejeicdo ao estudarem o contetdo de SL.

Nesse panorama de ensino e aprendizagem de SL e visando o contorno dos entraves ja
elencados, Pontes (2021) apresenta um trabalho fundamentado em estratégias intuitivas por
meio de tabelas de dados para SL com duas equac¢es e duas incognitas. Rodrigues, M. S. (2017)
apresenta um trabalho com situagdes matematicas do cotidiano para SL 3 por 3. Entretanto,
esses dois autores ndo desenvolveram essas abordagens no ambiente de sala de aula. Ao
contrario disso, Bezerra et al. (2013), Ferreira (2013), Fonseca (2017) e Pereira (2017)
apresentaram trabalhos, cuja abordagem de SL foi realizada, em sala de aula, com problemas
praticos, os quais eram resolvidos por meio da resolugdo grafica em softwares como o
GeoGebra e até mesmo usando principios de programacgdo computacional.

Dentro dessas possibilidades, Muller, Hetkowski e Pinheiro (2017) sugestionam
abordagens de ensino promissoras como a resolugcdo de problemas - RP. Nesse sentido,

Schroeder e Lester Junior (1989) apontam trés abordagens de como a RP estava sendo ensinada:
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ensinar sobre RP, ensinar para RP e ensinar via/através da RP. A primeira diz respeito as quatro
fases para se resolver um problema apontadas por Polya (1994): compreender o problema,
estabelecer o plano de resolucdo, executar o plano e realizar o retrospecto. A segunda infere a
aplicar o conteddo matematico aprendido em exercicios e problemas. Por fim, a terceira aponta
que o ensino de um contetdo matematico deve comecar com uma situacdo-problema que
contenha aspectos chaves do conteido que se quer ensinar, sendo, assim, que o problema deve
ser abordado como ponto de partida para aprendizagem do contetido matematico.

Diante disso, Schroeder e Lester Junior (1989, p. 34) discorrem que essa ultima
abordagem de ensino via/através da RP “[...] € uma concepcdo que ndo tem sido adotada [...]
por muitos professores, autores de livros e desenvolvedores de curriculos, mas é uma
abordagem do ensino de matemética que merece ser considerada, tentada e avaliada”.
Entretanto, o trabalho de Proenca e Maia-Afonso (2020) verificou estudos que apontavam
abordagens de ensino para a concepgdo para RP, nos quais 0s conceitos matematicos eram
ensinados de forma direta sem que ocorressem, de fato, a formacéo desses conceitos.

Diante desse panorama, em se tratando de pesquisas de teses e dissertacdes brasileiras
sobre trabalhos que fizeram uso da RP para ensino e aprendizagem de SL, nossa busca, que sera
melhor detalhada mais adiante no decorrer desse trabalho na secdo de revisdo bibliografica,
apontou poucas pesquisas — num total de apenas sete dissertagdes - que abarcavam
investigacdes nessa abordagem de ensino. Para melhor entendimento, dividimos as dissertagdes
encontradas entre aquelas que ficaram apenas no &mbito da proposta e entre aquelas propostas
nas quais foram feitas investigacdes praticas em sala de aula.

Entre as dissertacbes no campo apenas da apresentagdo de uma proposta de ensino,
encontramos que Andrade (2013) apresenta uma proposta de ensino via/através da RP de SL
para alunos de EM usando a tecnologia do software GeoGebra. Ja Boccardo (2017) apresenta
outra proposta com abordagem de ensino sobre e para RP a ser trabalhada com estudantes do
EF e do EM. Verificamos, entretanto que nas duas dissertacfes supracitadas ndo existe a
investigacdo das propostas em sala de aula, ndo sendo possivel tecer conclusdes sobre suas
eficiéncias no contexto escolar.

Por outro lado, em um olhar em dissertagdes que tiveram investigacGes préticas feitas
em sala de aula, vemos que Silva, J. A. (2019) apresentou uma proposta de ensino via/através
da RP na qual analisou as representacGes multiplas no processo de resolugédo de alunos do 8°
ano do EF e apontou para a necessidade de melhorar o ensino de métodos algéebricos para

resolucdo de SL. Antoniassi (2013) expbs em seu trabalho uma abordagem de ensino para RP
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na qual trouxe situacGes matematicas com concepcao de problemas que poderiam ser resolvidas
graficamente por meio do GeoGebra, mas que ndo contemplavam o processo de resolu¢do com
técnicas algébricas. Goulart (2014) desenvolveu uma sequéncia didatica embasada no ensino
via/atraves da RP com seus alunos do 8° ano do EF na qual verificou a presenca da
aprendizagem significativa dos estudantes investigados. De outro modo, Miranda (2014)
apresentou um ensino para RP com alunos de 7° ano do EF, que segundo o autor melhorou a
aprendizagem dos estudantes. Por fim, Martins (2019) apresentou uma formacdo para
licenciandos de matematica por meio da metodologia de exploracao, resolucao e proposicao de
problemas envolvendo SL. Nesta pesquisa, a autora apontou que se construiu uma nova postura
para o ensino de SL dos licenciandos futuros professores.

Diante dos contextos de dificuldades de ensino de algebra e sobretudo de SL que vimos
serem apontadas acima por meio de provas governamentais (Saeb e Pisa) e trabalhos
académicos, encontramos dissertacdes que buscaram de diferentes formas melhorar esse quadro
preocupante. Entre estas, nos chamaram a atencdo o trabalho de Goulart (2014) com uma
investigagdo da abordagem de ensino via/através da RP que por meio de uma sequéncia didatica
conseguiu contribuir para a aprendizagem significativa de SL com alunos do 8° ano do EF. Por
outro lado, o trabalho de Silva, J. A. (2019) também com estudantes desse mesmo ano letivo,
apontou a necessidade de um trabalho para melhoria da aprendizagem de métodos de resolucéo
de SL. Em se tratando de EM, acreditamos que esses apontamentos de melhoria citados por
Silva, J. A. (2019) podem ser ainda mais necessarios, haja vista o trabalho do conteido de SL
de 3 equac0es e 3 incognitas e a necessidade de se ensinar 0s métodos resolutivos de Cramer e
de escalonamento. Atentamos, ainda, para o fato de Martins (2019) também trazer uma
sequéncia didatica que propde a abordagem de ensino via/através da RP com viés na
exploracdo, resolucdo e proposicdo de problemas que trabalha com SL de duas e trés equactes
e de duas e trés incognitas, mas que é feita apenas com estudantes de licenciatura em matematica
e que, entretanto, ndo é investigada sua eficacia com estudantes de EF e EM.

Dessa forma, verificamos que néo existem teses que envolvam o ensino de SL por meio
da RP, sendo as investigacbes apenas exploradas em dissertacOes. Na construcdo de
conhecimento cientifico, identificamos uma lacuna, referente a ndo existirem pesquisas no
ambito do EM que tragam uma sequéncia didatica por meio de uma organizagéo de ensino para
o trabalho conceitual de SL que, ao nosso ver, podem contribuir para amenizar as dificuldades
ja citadas. Junto a isso, vemos a necessidade de que essa proposta de organizacao de ensino

deve ser testada e avaliada em sala de aula, o que ndo vimos ocorrer em nenhuma das pesquisas
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encontradas. Nesse contexto, Luz, Travassos e Proenca (2022), ao entrevistarem sete
professores de matematica sobre sua abordagem de ensino de SL com duas equagGes e duas
incognitas por meio da RP com turmas do EF, apontaram que quatro docentes ndo tinham
entendimentos adequados sobre problemas, de modo que ndo seguiam o ensinar via RP.
Segundo os autores, esse quadro aponta para uma necessidade de envolver professores de modo
a (re)construirem seus conhecimentos sobre como abordar a RP em sala de aula.

Nesse panorama, julgamos o trabalho de Proenga (2021) intitulado “Resolugdo de
Problemas: uma proposta de organizacdo do ensino para aprendizagem de conceitos
matematicos” uma proposta atual que pode ser adotada e testada pelo professor em sala de aula
de modo a contribuir no ensino e aprendizagem de SL. Nessa proposta, 0 autor apresenta uma
organizacdo de ensino por meio da RP baseada em quatro etapas: i) uso do problema como
ponto de partida; ii) formacdo do conceito; iii) definicdo do conteudo; e iv) aplicagdo em novos
problemas.

Assim, essa tese se pautara nessa proposta de abordagem de organizacao de ensino por
meio da RP e partindo desses pressupostos e da caréncia de pesquisas, especialmente de teses
gue investiguem o uso da RP abarcando SL com estudantes de EM, em sala de aula, é que
procuraremos responder a questao norteadora: Que contribuicfes a partir de uma organizacao
de ensino por meio da resolucdo de problemas sdo identificadas na aprendizagem do contetido
de sistemas lineares com estudantes do 2° ano do Ensino Médio?

Assim, essa tese tem por objetivo analisar as contribuicdes de uma organizacdo de
ensino por meio da resolucdo de problemas que beneficiam a aprendizagem do contetdo de
sistemas lineares com estudantes do 2° ano do Ensino Médio. Desse modo, nossos objetivos
especificos estdo pautados na analise: i) da compreensao e desempenho dos alunos na etapa do
uso do problema como ponto de partida para introduzir o conteudo de SL; ii) da compreensao
e desempenho dos alunos na etapa de formacdo do conceito de SL; iii) da compreensdo e
desempenho dos estudantes na etapa de definicdo do contetdo de SL; iv) da compreenséo e
desempenho dos alunos na etapa de aplicacdo de novos problemas envolvendo SL; e da v) da
compreensdo e desempenho no uso do contetdo de SL na resolucdo de problemas na avaliagédo
escrita.

Diante disso, essa tese possui quatro secdes, além da apresentacdo e da introducéo.

A primeira secdo, chamada de Algebra na Educacgdo Basica buscamos inicialmente
apresentar como 0 ensino desse conteudo deve ser concebido segundo os documentos oficiais

como PCNs e a BNCC. Em seguida, falamos sobre as perspectivas do ensino de algebra e o
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pensamento algébrico, todos a luz de referenciais tedricos. Trazendo para a realidade escolar,
falamos sobre o ensino algébrico nas escolas brasileiras e mais a frente sobre as perspectivas
de ensino e aprendizagem para SL também no meio escolar.

Ja a segunda secdo intitulada Resolugdo de Problemas versa sobre a conceituacéo da RP
e Seu uso no ensino. Para tanto, discutimos sobre as diferencas entre problema e exercicio.
Aprofundamos no tema falando sobre as etapas para se resolver um problema de Polya (1994),
Mayer (1992), Sternberg (2008) e Proenca (2018) para dai sim falarmos sobre a RP para ensinar
matematica (SCHROEDER; LESTER JUNIOR, 1989). Ato continuo, apresentamos a proposta
de organizacdo de ensino para aprendizagem de conceitos matematicos de Proenca (2021).
Fechando essa secdo, apresentamos um panorama de teses e dissertagdes produzidas em ambito
nacional que discorrem sobre o ensino de SL por meio da RP.

Na terceira secdo de Metodologia apresentamos a natureza de nossa pesquisa, sua
descricdo e desenvolvimento, o conhecimento do campo e dos participantes, nossa proposta de
organizagdo de ensino por meio da RP, os instrumentos e técnicas de coleta de dados, 0s
procedimentos para coletas dos dados e, por fim, os procedimentos para analise de dados.

Na secdo de Resultados e Discussfes descrevemos os resultados alcancados nas quatro
etapas de nossa organizacao de ensino, as quais sdo apresentados quadros, tabelas e figuras de
modo a elucidar o leitor sobre a realidade encontrada durante as aulas da abordagem de ensino.

Por fim, na se¢é@o de Conclusdes, sdo retomados a questao norteadora da pesquisa e seus
objetivos especificos elencados. Nesse contexto, é descrita uma visdo geral dos resultados
alcancados, trazendo reflex6es e abrindo horizontes para novas pesquisas que venham a

contribuir para o ensino e aprendizagem de SL e da algebra como um todo.
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1. A ALGEBRA NA EDUCACAO BASICA

Nessa se¢do, falaremos sobre os principais aspectos tedricos que envolvem o ensino e a
aprendizagem da algebra. Para tanto, falaremos sobre o que dizem os documentos oficiais
brasileiros sobre o ensino da algebra. Em seguida, falaremos sobre as perspectivas do ensino de
algebra e o pensamento algébrico. Por fim, falaremos sobre a situagdo do ensino algébrico nas
escolas brasileiras e sobre as perspectivas do ensino de SL, foco de nossa pesquisa.

1.1 PCN e BNCC - O ensino de algebra em documentos oficiais

Os Parametros Curriculares Nacionais — PCN foram elaborados em 1997 e ainda tém
relevante papel de modo a orientar a pratica docente no cenario da educacéo brasileira. Em se
tratando do ensino da algebra, por meio de situacdes-problemas é que o estudante identifica
distintas funcGes da algebra, o que o possibilita criar padrdes aritméticos, fazer modelagem
matematica, construir relacdes entre grandezas, entre outras. Partindo desse contexto, é que fara
a representacdo dos problemas na forma de equac6es e inequac@es, fazendo diferenciacao entre
incAgnitas, tendo contato com férmulas, aprendendo assim a “sintaxe”, ou seja, as regras para
resolucédo (BRASIL, 1998).

Para Ponte, Branco e Matos (2009), os simbolos algébricos é que permitem a expressao
de forma rigorosa das ideias matematicas, tornando a algebra uma ferramenta poderosa para
resolver problemas. Entretanto, os PCN (BRASIL, 1998, p.116) observam que “[...] existe um
razoavel consenso de que para garantir o desenvolvimento do pensamento algébrico o aluno
deve estar necessariamente engajado em atividades que inter-relacionem as diferentes
concepgdes da Algebra”.

Os PCN tiveram sua vigéncia até que fosse formulada a Base Nacional Curricular
originalmente vigente pela Lei nimero 13.005/2014 que é regulamentada pelo Plano Nacional
de Educacdo (PNE). A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) tem por objetivo dar diregdo
ao sistema educacional brasileiro relativas a formag¢do humana, construindo uma sociedade
inclusiva, justa e democréatica (BRASIL, 2018). Assim, a BNCC (BRASIL, 2018, p. 05) afirma
ser “um documento de carater normativo que define o conjunto organico e progressivo de
aprendizagens essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao longo das etapas e

modalidades da Educacédo Basica”.
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Paraa BNCC (BRASIL, 2018) a algebra objetiva criar a ideia do pensamento algébrico
para que o estudante possa compreender, representar e avaliar um sistema matematico
composto por problemas quantitativos afim de que possa representa-lo por linguagens
simbolicas e letras. Neste sentido, 0 documento retrata que os contetdos matematicos de maior
relevancia ligados ao conteudo algébrico séo: a proporc¢éo, o estudo de variacao de grandezas,
a equivaléncia e o uso de equacg0es na resolugéo de problemas.

Para Maia et al. (2020) o docente necessita fazer a exploracdo de abordagens
metodologicas desde 0s anos iniciais para que os alunos sejam introduzidos na aprendizagem
da algebra. Desta maneira, constréi-se uma base solida na qual o estudante tera habilidade para
resolver situacBes que pedem o conhecimento algébrico para sua resolucéo.

Pinheiro (2019, p. 40) corrobora com essa ideia afirmando que desta maneira “a
quantidade de alunos nos anos finais do EF familiarizados com a linguagem algébrica sera
maior”. Para o mesmo autor, as mudancas oriundas por meio da BNCC sdo importantes para a
igualdade das aprendizagens essenciais, porém nos atenta para a realidade de muitas escolas
que devem estar preparadas para implantar essas propostas com condic¢6es propicias de modo
a alcancar as habilidades e competéncias demandadas pelo documento.

Em se tratando de EM, a BNCC traz uma proposta para a algebra que transcende as
escolas, pois exige que os alunos desenvolvam habilidades para sua vida pessoal e profissional.
Com isso, o individuo ndo apenas resolvera problemas, mas também iré crié-los, fazendo ainda
uma reflexdo sobre enunciados e dados neles propostos. Como consequéncia, vemos uma
caracteristica multidisciplinar e interdisciplinar em relacédo a algebra refletida pelas habilidades
por ela desenvolvidas. Por conseguinte, os contetdos matematicos estabelecem conexdes de
forma a relacionar-se com diversas areas do conhecimento conforme apontam os documentos
da BNCC (ESTEVADO, 2021).

As habilidades descritas para 0 EM na BNCC séo de fundamental importancia para a
concretizagdo do letramento matemético. Para este documento, raciocinar, representar,
comunicar e argumentar matematicamente sdo competéncias e habilidades que favorecem a
utilizacdo de conceitos, ferramentas matematicas, RP, formulacdo de problemas e
estabelecimento de conjecturas que sdo definidos como pertencentes ao letramento matematico.
Deste modo, evidencia-se o papel poderoso da algebra e seu pensamento relacional tendo na
BNCC a construcéo de importantes inovagdes e conquistas que necessitam marcar presenga nos
curriculos, implicando assim na melhoria de vida dos estudantes (COSTA; ERICEIRA,
NUNES, 2021).
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Discorrido acerca do que dizem os documentos oficiais brasileiros sobre algebra, a se¢éo
a seguir relata sobre as perspectivas de ensino e aprendizagem da algebra escolar e a ideia do
pensamento algébrico.

1.2 Perspectivas do ensino de algebra e o pensamento algébrico

Estevdo e Gongalves (2021) apontam duas perspectivas sobre o papel do ensino da
algebra: sobre a Otica de Usiskin (1995) e de Fiorentini, Miorim e Miguel (1992,1993).
Falaremos sobre essas duas concepcdes a seguir.

Para Usiskin (1995) a &lgebra, relativa ao seu papel de uso de varidveis e 0 qudo
importante sdo seus diferentes usos, pode ser concebida de quatro maneiras, a saber:

« Algebra como aritmética generalizada: concernente a variavel vista como responsével

por generalizar padroes.

« Algebra como estudo de relacdes entre grandezas: nesta, as letras assumem diferentes

valores, de forma a expressar relacdes entre eles, como acontece nos estudos de funcdes

por exemplo.

e Algebra como um estudo de procedimentos para resolver certos tipos de problemas:

Aponta para o caso em que varidvel € vista como uma letra desconhecida cujo valor se

pretende descobrir, ou seja, é vista como uma incognita.

e Algebra como estudo de estruturas: nesta Gltima concepcao, as variaveis sio apontadas

como termos abstratos, por exemplo, como quando sdo abordados os conteudos de

expressdes algébricas.

Para Fiorentini, Miorim e Miguel (1992,1993) o ensino de algebra pode ser decomposto
em trés concepgoes, a saber:

e Linguistico-Pragmatica: neste, a algebra é tratada como um instrumento para RP de

uma forma técnica e mecénica. Nele, o aluno sabendo a técnica algébrica, ja € o

suficiente para tornd-lo capaz de resolver um problema. Esta concepcdo precede o

periodo da matematica moderna.

e Fundamentalista-Estrutural: Concep¢do oriunda do aparecimento da matematica

moderna. Nela surge uma preocupagéo em fornecer uma estrutura e uma fundamentagéo

para a matematica a ser ensinada nas escolas. Manifesta-se uma necessidade de provar

etapas e propriedades das técnicas algébricas.
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e Fundamentalista-Analdgica: Consiste em uma sintese das duas concepcdes citadas
acima. Tem por objetivo a inquietacdo em justificar os calculos algébricos por meio da
geometria e fazendo uso de elementos visuais. Busca ainda a recuperacdo da algebra
enquanto instrumento para resolver problemas.

Estevdo e Gongalves (2021, p. 04) ao refletiram sobre as concepgles propostas por
Fiorentini, Miorim e Miguel (1992,1993) sustentam que ao estuda-las, vislumbramos a
demanda de “desenvolver um pensamento que independentemente da linguagem algébrica pode
ser manifestado: o pensamento algébrico”. Sobre este, Blanton e Kaput (2005) define tratar-se
de um processo no qual os estudantes desenvolvem a generalizacdo de ideias matematicas
partindo de casos particulares, estabelecendo assim um discurso argumentativo que evolui a
uma expressao cada vez mais formal e apropriados as suas idades. Em conformidade com o
desenvolvimento do pensamento algébrico, os PCNs (BRASIL, 1998) apontavam que deveria
ocorrer por intermédio de situacfes de aprendizagem de maneira que o aluno fosse capaz de:

Reconhecer que representacfes algébricas permitem expressar generalizacdes sobre
propriedades das operagdes aritméticas; traduzir situacdes-problema e favorecer as
possiveis solugdes; Traduzir informacBGes contidas em tabelas e graficos em
linguagem algébrica e vice-versa, generalizando regularidades e identificar os
significados das letras; Utilizar os conhecimentos sobre as operagdes numéricas e suas
propriedades para construir estratégias de calculo algébrico (BRASIL, 1998, p. 64).

Nesse contexto, Ponte, Branco e Matos (2009) orientam trés demandas de competéncias

e habilidades pertinentes ao pensamento algébrico:

Representar: ler, compreender, escrever e operar com simbolos usando as
convengcdes algébricas usuais; traduzir informac&o representada simbolicamente para
outras formas de representacdo (por objetos, verbal, numérica, tabelas, gréaficos) e
vice-versa; evidenciar sentido de simbolo, nomeadamente interpretando os diferentes
sentidos no mesmo simbolo em diferentes contextos. Raciocinar: relacionar (em
particular, analisar propriedades); generalizar e agir sobre essas generalizagdes
revelando compreensdes das regras; deduzir. Resolver problemas e modelar
situacdes: usar expressfes algébricas, equacles, inequacdes, sistemas (equacdes e
inequacBes), funcBes e gréaficos na interpretacdo e resolucdo de problemas
matematicos e de outros dominios (modelacdo) (PONTE; BRANCO; MATOS, p. 11,
2009, grifo nosso).

Desta forma, Ponte (2006) nos atenta que no pensamento algébrico devemos ter um
cuidado ndo somente com 0s objetos, mas com a relagdo existente entre estes, trazendo consigo
a representacao e o raciocinio em modos concretos e abstratos. Para promocao deste objetivo,

uma maneira eficiente € dar énfase a regularidades e padrdes. Fiorentini, Miorim e Miguel
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(1993, p.87) corroboram com essa ideia, salientando que “a percepcdo de regularidades, a
percepcédo de aspectos invariantes em contraste de outros que variam, as tentativas de expressar
ou explicar a estrutura de uma situagdo-problema e a presenca do processo de generalizacdo”.
Ainda sobre essa tematica, Ponte (2009) destaca os apontamentos inferidos pela NCTM
(National Council of Teachers of Mathematics) que cita alguns pilares para que se desenvolva

0 pensamento algébrico pelos alunos, a saber:

- Compreender padrdes, relacdes e fungdes.

- Representar e analisar situagdes e estruturas matematicas usando simbolos
algébricos.

- Usar modelos matematicos para representar e compreender relagdes quantitativas.

- Analisar a varia¢do em diversos contextos (PONTE, 2009, p. 10).

Nesse panorama, Coelho e Aguiar (2018) enfatizam que o pensamento algéebrico deve
propiciar aos estudantes um pensamento que os ajude a buscar analogias e padrdes quando
enfrentarem problemas no seu dia a dia. Contraposto a isso, Marques (2017, p. 06) nos traz a
luz que o ensino da algebra “ndo pode ser reduzido a apresentagdo de técnicas de resolugdo ou
exercicios de fixacdo. Esses procedimentos em nada contribuem para o desenvolvimento das
habilidades [que se espera que os alunos desenvolvam]”.

Tais argumentos vém ao encontro do que espera a BNCC (BRASIL, 2018) em relagao

a unidade tematica de algebra, cerne de nosso estudo:

A unidade tematica Algebra tem como finalidade o desenvolvimento de um tipo
especial de pensamento — pensamento algébrico — que é essencial para utilizar
modelos mateméticos na compreensdo, representacdo e analise de relagdes
quantitativas de grandezas e de situagdes e estruturas matematicas, fazendo uso de
letras e outros simbolos. Para esse desenvolvimento, é necessario que os alunos
identifiquem regularidades e padrdes de sequéncias numéricas e ndo numéricas,
estabelecam leis matematicas que expressem a relacdo de interdependéncia entre
grandezas em diferentes contextos, bem como criar, interpretar e transitar entre as
diversas representagdes gréaficas e simbdlicas, para resolver problemas por meio de
equacdes e inequacBes, com compreensdo dos procedimentos utilizados. [...] Em
sintese, essa unidade tematica deve enfatizar o desenvolvimento de uma linguagem,
o estabelecimento de generalizacOes, a analise da interdependéncia de grandezas e a
resolucdo de problemas por meio de equacfes ou inequacdes (BRASIL, 2018, p. 270).

Kuhn e Lima (2021) ao refletirem sobre a construcdo do pensamento algébrico tanto nos
documentos dos PCNs quanto na BNCC observam que para que ele ocorra, 0s alunos devem
ser capazes de realizar a formulacdo, o emprego e interpretacdo da Mateméatica em uma
diversidade de contextos. Dessa forma, os autores apontam que na préatica pedagogica é de suma

importancia que as estratégias de aprendizagem sejam trilhadas em uma ampla rede de
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significados, em que o foco ndo seja apenas o calculo, mas que permitam estabelecer relacdes
entre os diferentes conhecimentos que os individuos ja possuem.

Tendo em vista as perspectivas do ensino de algebra observadas acima, Fiorentini,
Miorim e Miguel (1993) observam que a medida que o pensamento algébrico do aluno se
desenvolve, a capacidade de expressar situacdes e problemas matematicos também terd uma
grande evolucdo. Esse processo acarretard numa inter-relagdo entre o pensamento e a linguagem
e ndo a uma subordinagéo.

Entretanto, o ensino e a aprendizagem da algebra bem como o desenvolvimento da
construcdo do pensamento algébrico encontram dificuldades no cenario das escolas e
universidades. Sobre esse fato e alguns apontamentos para amenizar esse quadro é o que

discorreremos a seguir.

1.2.1 Alguns estudos sobre dificuldades e horizontes para o ensino de algebra e para a

construcdo do pensamento algébrico

Tendo em vista os aspectos de perspectivas do ensino de algebra e da construcdo do
pensamento algébrico que descrevemos brevemente na subsecdo anterior, é importante tracar o
panorama de apontamentos de dificuldades e horizontes encontrados por algumas pesquisas no
ambito de sala de aula, que contemplam desde os anos finais do EF, passando pelo EM e
chegando até o ensino superior.

Nesse sentido, Mohr e Binotto (2022) ao investigarem sobre as concepcoes de algebra,
educacdo algébrica e pensamento algébrico de professores da educacdo basica encontraram
diferentes pensamentos comparados ao apresentado na literatura. Porém, o destaque dos
apontamentos dos investigados convergiu para a perspectiva da resolucao de problemas e para
a habilidade de generalizacéo de situac6es que envolviam um padrdo matematico. Concernente

a ideia do pensamento algébrico os autores apontam que

Dentre as vertentes fundamentais do pensamento algébrico propostas por Ponte,
Branco e Matos (2009), observou-se que, de forma geral, todas aparecem entre as
respostas dos professores, contudo, na maior parte das vezes, ha o destaque para
apenas uma vertente por resposta. Somente quatro professores descrevem o
pensamento algébrico por meio de uma resposta que compreenda duas vertentes
fundamentais do pensamento algébrico, sendo estas, raciocinar, resolver problemas e
modelar situacGes e, representar, resolver problemas e modelar situagdes (MOHR,;
BINOTTO, 2022, p. 15).
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Acerca deste contexto encontrado, Mohr e Binotto (2022) salientam sobre a importancia
de que todas as vertentes apontadas por Ponte, Branco e Matos (2009) sejam exploradas nas
aulas do conteudo de &lgebra de modo que o aluno desenvolva de maneira completa o
pensamento algébrico.

A vista disso, os pesquisadores russos Sibgatullin et al. (2021) fizeram uma revisao
sistematica sobre o pensamento algébrico na educagdo abarcando artigos dos anos de 2013 a
2021 nas plataformas ERIC e Scopus. Nessa investigacdo, os autores identificaram que o
numero de estudos aumentou ao longo dos anos, sendo os alunos e professores do EF e do EM
0s mais pesquisados. No escopo dessa investigacdo apontou-se a necessidade da formacéo
inicial e continuada do professor para melhoria do processo de ensino e aprendizagem do
pensamento algébrico. Além disso, os autores enfatizam a importancia apontada em pesquisas
relativas ao uso de atividades rotineiras como jogos, com estratégias de representacao
geométrica e multipla; e atividades mentais computacionais que devem ser usadas para
melhoria do ensino da algebra.

Do mesmo modo, Silva (2016) ao realizar uma pesquisa bibliogréfica sobre ensino de
algebra e suas dificuldades apontou que a principal dificuldade se concentra em tornar a
linguagem algébrica significativa para o estudante. Sobre esse fato, a autora propbe a
exploragdo de atividades de padrbes e regularidades de modo a trazer beneficios e
possibilidades para desenvolver o pensamento algébrico, a capacidade de generalizacdo e
compreensdo da linguagem algébrica dos alunos.

Estevao (2021) corrobora com essa ideia, ao fazer uma pesquisa bibliografica sobre as
dificuldades no ensino de algebra e na construcdo do pensamento algébrico. Em sua
investigacdo, o autor constatou que as dificuldades permeavam: a memorizacgao, a compreensao
e significacdo de situacdes e conceitos; a traducdo da linguagem escrita para linguagem
algébrica; dificuldades em utilizar férmulas, procedimentos e propriedades. Nesse sentido,
Estevdo (2021) autor traz uma série de atividades algébricas que buscam contornar as
dificuldades citadas.

Do ponto de vista do EF, Campos (2019) e Campos e Farias (2020) apontam que a
proposicéo de atividades que englobem a aritmética e a algebra na forma de RP € um caminho
para se desenvolver o pensamento algébrico, tendo em vista a necessidade do estabelecimento
de relagbes e conexfes para encontrar a solucdo. Dessa forma, os autores enfatizam a

importancia do uso da linguagem natural em situacfes contextualizadas em problemas de
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matematica que aproximam o estudante da realidade na qual vive tornando a sua aprendizagem
util e prazerosa preterindo a ideia de que é dificil aprender algebra.

Nesse cendrio, Souza (2019) analisou as dificuldades de 20 alunos do 8° ano na
resolucdo de exercicios algébricos. O estudo mostrou que a ndo apropriacdo de conhecimentos
prévios relativos a conceitos e propriedades, prejudicou a resolucao dos exercicios. Além disso,
o0 autor verificou que alunos faziam uso, na maioria das vezes, da aritmética e da linguagem
natural como estratégia para resolver o exercicio solicitado. Nesse sentido, Souza (2019)
salienta a necessidade de ‘“conhecimentos prévios que sdo base importante para uma
aprendizagem significativa em algebra e desta maneira também possa contribuir para ampliar a
compreensdo sobre o processo de ensino e aprendizagem de cada aluno” (SOUZA, 2019, p.
87).

Do mesmo modo, Nabais (2010) investigou 19 alunos do 9° ano do EF de Portugal na
resolucdo de equacgdes do 2° grau e verificou que os alunos desenvolveram o pensamento
algébrico, mas apresentavam entraves para escolha de métodos mais simples para resolugéo de
equacdes quadraticas, em opera¢des de multiplicacdo e na traducdo da linguagem natural para
algébrica e vice-versa. Nesse sentido, autora sugestiona o uso de tarefas diversificadas de
representacdo para a abordagem do conteldo de equacdes quadraticas e para construcdo do
pensamento algébrico dos estudantes.

Wettergren (2022) ao investigar 1700 alunos do 1° ao 9° ano do EF da Finlandia,
planejou conduzir aulas de matematica com foco na argumentacdo e raciocinio sobre expressdes
algébricas. Na investigacdo Wettergren (2002) encontrou indicadores iniciais do pensamento
algébrico sendo todos no campo numérico. Sobre os resultados, a autora salienta que o uso de
modelos de aprendizagem como objetos de mediacéo e reflexao coletiva em espaco de trabalho
coletivo serve de apoio para 0 pensamento algébrico inicial de jovens estudantes ao raciocinar
sobre expressdes algébricas.

Schwantes e Schwantes (2004) ao pesquisarem 13 alunos do 6° ao 9° ano do EF
descreveram a importancia de se desenvolver o pensamento algebrico fazendo uso da producéo
de significados em cada situacdo-problema. Isso possibilita aos alunos organizar e explorar de
modo individual e coletivo suas capacidades e potencialidades ao expressarem seus
pensamentos.

Do mesmo modo, Fernandes (2021) entrevistou professores e analisou livros didaticos
do 7° ano do EF com referéncia ao conteudo de algebra. As entrevistas com os docentes

apontaram para um processo de formacdo inicial com énfase em conteudos algébricos
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preterindo questdes pedagdgicas relacionadas a didatica de ensino desse conteudo. Ja os livros
didaticos analisados mostravam a algebra de maneira direta para posteriormente apresentar
problemas propostas. Sobre tal fato, a autora aponta ser necessaria a reflexdo do ensino e a
busca por abordagens de modo que a introducédo de conhecimentos que fundamentam a algebra
possa desenvolver nos alunos um pensamento algébrico de maneira verdadeira.

Ainda no EF, Borralho e Barbosa (2009) ao pesquisarem alunos de 8° ano do ensino
basico de Portugal, verificaram que a exploracdo de padrGes num contexto de tarefas que
buscavam a investigacdo matematica permitiu o desenvolvimento do pensamento algébrico.

Nesse sentido, os autores orientam a necessidade de

[...] mudar praticas de ensino, deixar para tras um ensino “tradicionalista” que
promove a rotina e, consequentemente, aprendizagem “isolada” de conteudos, para
passarmos a ter praticas de ensino que desenvolvam aprendizagens significativas por
parte dos alunos (BORRALHO; BARBOSA, 2009, p. 67).

Avancando para o EM, Becher (2009) ao pesquisar estudantes do 1° ano quanto a
construcdo do pensamento algébrico, identificou individuos com obstaculos para estruturar
formalmente a resolucdo de um problema. Nesse contexto, a pesquisa do autor apontou que 0s
estudantes faziam pouco uso de abordagens algébricas, preferindo o uso de estratégias
numéricas principalmente por tentativa e erro. Além disso, os investigados ainda produziram
erros que delineavam o campo da aritmética e da algebra. Nesse sentido, Becher (2009) infere
sobre a necessidade da adocdo em sala de aula de uma metodologia que oportunize a
aprendizagem significativa da algebra num contexto de RP.

Morais (2012) ao pesquisar alunos do 2° ano do EM de Portugal, na exploragéo de
problemas envolvendo sequencias, verificou individuos com dificuldades para representar e
generalizar diferentes situacdes matematicas apresentadas. Numa visdo geral da pesquisa, a
autora apontou que os estudantes recorriam a representacdes informais por eles criadas e a
linguagem natural em suas anota¢cdes. Nesse panorama, Morais (2012) infere que o escopo de
seu estudo, com a realizacdo de tarefas exploratorias, com interagéo social em pequenos grupos
e em coletivo, utilizando distintas representagdes matematicas e estratégias de generalizacéo
contribuiram para que ocorresse o desenvolvimento do pensamento algébrico dos alunos
investigados.

Toman e Gokburun (2022) investigaram 82 estudantes de EM da Turquia quanto ao
conhecimento de algebra e ao estabelecimento do pensamento algébrico. Nesse estudo, 0s

autores verificaram alunos com equivocos de calculos em expressdes algébricas e, além disso,
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com nivel de pensamento algébrico baixo associado a entraves na transi¢ao da aritmética para
a algebra. Nesse sentido, Téman e Gokburun (2022) sugestionam firmemente a necessidade de
um processo de ensino e aprendizagem com conexdo entre a aritmética e algebra pautados em
estudos feitos nessa direcao.

Da mesma maneira, Chinnappan (2004) investigou 58 alunos do EM de uma escola da
Austrélia na resolucdo de 16 problemas que exigiam conhecimentos algébricos. Nessa
investigacdo, o autor verificou que os alunos apresentaram maiores dificuldades na resolucéo
de equacOes que apresentavam uma estrutura mais complexas. Nesse sentido, Chinnappan
(2004) infere que embora os alunos tivessem construido um repertorio de habilidades
processuais, havia lacunas de conhecimentos procedimentais quando se exigiam estratégias de
resolucdo que abarcavam a demanda do conhecimento conceitual. Sobre isso o autor aponta
que “Esses resultados sugerem que os alunos ndo desenvolveram o0s esquemas conceituais
necessarios ou tendiam a ndo integrar seu conhecimento procedimental com esquemas
conceitualmente organizados” (CHINNAPPAN, 2004, p. 18, TRADUCAO NOSSA).

Ja Demonty, Vlassis e Fagnant (2018), pesquisaram 100 professores do EF e do EM da
Bélgica quanto a resolucdo de atividades algébricas realizadas por seus alunos. Os resultados
mostraram que o0s professores investigados eram incapazes de apontar generalizacfes
algébricas fora do padrdo realizadas por este grupo de estudantes e, além disso, ndo conseguiam
auxiliar seus alunos na melhoria da generalizacdo aritmética. Os autores ainda verificaram que
os docentes, embora reconhecessem que as atividades de generalizacdo buscavam melhorar o
pensamento algébrico, eles ndo tiveram uma percepc¢ao clara do papel do que sua abordagem
de ensino pode desempenhar no processo do desenvolvimento algébrico.

Por fim, avancando num olhar para o ensino superior, Cury e Bortoli (2011) ao
investigarem sobre a formacdo do pensamento algébrico com alunos calouros de um curso de
licenciatura em Matematica, verificaram estudantes que ndo tinham o pensamento algébrico
desenvolvido. Isso pdde ser determinado pelas dificuldades dos individuos no conhecimento de
entes algébricos que abarcavam operacges e propriedades. Alem disso, os autores observaram
entraves oriundas de atividades de transformacdes, baseadas em regras e na capacidade para

abstracdo e generalizagdo. Como sugestdo, os Cury e Bortoli (2011) apontam a demanda de

[...] algumas reflexBes sobre a inter-relagdo entre conhecimentos e habilidades de
resolucdo de questdes algébricas e sugerimos que sejam elaboradas pelos professores
atividades geradas a partir da analise de erros cometidos pelos alunos ao resolverem
questdes de Algebra, como forma de auxiliar os estudantes a desenvolver o
pensamento algébrico (CURY; BORTOLLI, 2011, p. 12).
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Do mesmo modo, Almeida e Camara (2014) ao investigarem 22 licenciandos de
Matematica, perceberam que os futuros docentes tinham dificuldades na percepcao de indicios
do pensamento algébrico ao se depararem com respostas de alunos da educacao basica, quando
tais respostas ndo eram apresentadas por uma linguagem algébrica formal. Sobre esse fato
Almeida e Camara (2014, p. 15) defendem a ideia de ser necesséria a discussdo das diferentes
“estratégias adotadas por alunos da educacdo bésica ao se depararem com problemas de
estrutura algéebrica. Além disso, acreditamos também que seja interessante discutir o que
caracteriza pensar algebricamente”.

Tendo em vista os referenciais tedricos supracitados, vemos que as dificuldades do
ensino de algebra e para construcdo do pensamento algébrico se encontram em diferentes
contextos. Passando pela necessidade do trabalho em uma abordagem de ensino que abarque as
trés vertentes (representar, raciocinar e resolver problemas e modelar situacfes) apontadas por
Ponte, Branco e Matos (2009) conforme sugerem Mohr e Binotto (2022). Outra demanda diz
respeito a praticas de ensino que promovam a aprendizagem significativa dos alunos de modo
que as dificuldades no campo da aritmética e da algebra sejam reconstruidas (BORRALHO,
BARBOSA,; 2009; BECHER, 2009). Nesse sentido, vimos que Fernandes (2021) salienta ser
necessaria a busca de abordagens de ensino que introduzam conhecimentos fundamentais da
algebra para a construcdo do pensamento algébrico, que ao nosso ver pode ser feita por meio
do trabalho conceitual de contetdos de algebra em sala de aula seja por meio da RP ou outras
vertentes do ensino da Matematica.

Em um olhar para o EF e para 0 EM verificamos pesquisas apontando estudantes com
dificuldades convergentes em obstaculos para representar situacdes naturais para a forma
algébrica em problemas propostos (MORAIS, 2012), na transicdo da aritmética para a algebra
(TOMAN; GOKBURUN, 2022), na escolha de estratégias mais simples de resolucdo de
atividades algébricas (NABAIS, 2019) e para tornar a linguagem algébrica significativa para o
aluno (SILVA, 2016). Nesse contexto, vemos trabalhos apontando dificuldades em resolucdo
de problemas sobretudo em processos algoritmicos devido a entraves em conhecimentos
conceituais de algebra (SOUZA, 2019; CHINNAPPAN, 2004). Em uma sintese dessas ideias,
Estevdo (2021) aponta em sua pesquisa bibliografica que as dificuldades de ensino da algebra
enfrentadas pelos estudantes envolvem aspectos relacionados a memorizagdo, a compreensao e
significacdo de situagdes e conceitos, a traducédo da linguagem escrita para linguagem algebrica

e dificuldades em utilizar formulas, procedimentos e propriedades.
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No campo do ensino superior vemos estudos que mencionam licenciandos do curso de
matematica com entraves em operagdes algébricas (CURY; BORTOLI, 2011) e com
dificuldades para indicar indicios de pensamento algébrico em respostas de alunos da educagéo
basica (ALMEIDA; CAMARA, 2014).

Nesse sentido, os apontamentos de contorno para as dificuldades citadas indicam ser
importante a melhoria da formacéo inicial e continuada de professores (SIBGATULLIN ET
AL., 2021), a proposicéo de atividades que englobem a aritmética e a algebra na forma de RP
de modo a estabelecer relacdes e conexdes entre a linguagem natural e a linguagem algébrica
(CAMPOS, 2019; CAMPOS; FARIAS, 2020) e para a necessidade de abordagens de ensino de
modo a caminhar para reconstrucdo dos obstaculos mencionados, de maneira que os alunos
possam aprender conceitos/assuntos/contetdos de algebra e construir o pensamento algébrico
de maneira que a aprendizagem seja significativa.

Apbs indicarmos alguns estudos sobre dificuldades e horizontes para o ensino de algebra
e do pensamento algébrico, a secdo a seguir discorre sobre a situacdo do ensino algébrico nas
escolas brasileiras.

1. 3 O ensino de algebra na educacao bésica brasileira

Para discorrer sobre o ensino de algebra nas escolas brasileiras, um parametro inicial a
ser abordado, é a analise dos dados de provas externas como a prova Saeb, realizado a nivel
nacional, e a prova Pisa, realizada internacionalmente.

O Saeb?! consiste em uma avaliacdo a cada 2 anos que ¢ aplicada a alunos de escolas
publicas e uma parcela amostral de estudantes de instituicdes particulares. Seu objetivo é
averiguar a qualidade do ensino brasileiro ao final das etapas do EF e do EM versando ao INEP?
um diagnéstico da situacdo da Educacdo Bésica em nosso pais. Antes aplicadas somente para
as disciplinas de Portugués e Matematica, em 2019 o Saeb se adequou a nova BNCC e trouxe
consigo avaliagcdes em novas areas do conhecimento, como as Ciéncias Humanas e da Natureza.

Os dados do Saeb 2019 (BRASIL, 2021) apontaram um quadro preocupante para a
educacdo brasileira concernente ao ensino da matematica. Constatou-se que apenas 18% dos

alunos do 9° ano do EF eram proficientes na disciplina de Matemaética. A situacdo torna-se ainda

! Sistema de avaliacdo da educagéo basica
Z Instituto Nacional de Estudos e Pesquisas Educacionais Anisio Teixeira
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grave com relacdo aos estudantes dos anos finais do EM, na qual apenas 5% apontaram ter
proficiéncia em Matematica, indice mantido desde o Saeb do ano de 2017.

Dentro desse contexto, outra prova externa relevante que podemos citar é o Pisa®
(BRASIL, 2021). Este, € um estudo realizado a cada trés anos, no qual participam os paises que
integram a OCDE (Organizacdo para a Cooperacdo e Desenvolvimento Econémico). Essa
avaliagdo permite um estudo comparativo de conhecimentos e habilidades dos alunos em
Matemaética, Ciéncias e Dominio de Leitura realizada em diferentes niveis de ensino. Também
sdo avaliados diferentes dominios, como a competéncia global e o letramento financeiro,
também denominados como dominios inovadores.

O ultimo exame do Pisa foi realizado no ano de 2018 e, em relacdo a disciplina de

Matematica, apontou que:

68,1% dos estudantes brasileiros estdo no pior nivel de proficiéncia em matemaética e
ndo possuem nivel basico, considerado como o minimo para o exercicio pleno da
cidadania. Mais de 40% dos jovens que se encontram no nivel basico de conhecimento
sdo incapazes de resolver questGes simples e rotineiras. Apenas 0,1% dos 10.961
alunos participantes do Pisa apresentou nivel méaximo de proficiéncia na éarea
(BRASIL, 2021).

Para Kuhn e Lima (2021), o desempenho dos alunos no Saeb (BRASIL, 2021) e no Pisa
(BRASIL, 2021) em relacéo a disciplina de Matematica nos direciona para um trabalho do
professor em fragmentos, o qual ndo propicia desenvolver competéncias e habilidades do
conhecimento algébrico. Verifica-se que as estratégias de ensino de calculo algébrico séo feitas
em grande parte com equacOes prontas e os alunos permanecem tendo dificuldades para
entender a sequéncia de operacGes mecanizadas que tem que realizar.

Estudos mostram que quando os alunos aprendem de forma mecéanica, eles nédo
interagem com 0s seus conhecimentos prévios e esse quadro ndo ocasiona aprendizagens novas.
O que ¢ aprendido sem utilidade e sem significado pelo estudante é esquecido mais
rapidamente, o que pode justificar o baixo desempenho estudantil nas avaliagGes externas de
Matematica (KUHN; LIMA, 2021).

O advento da BNCC consolidou a dlgebra como uma unidade tematica por meio de uma
reestruturacdo no curriculo de maneira que deva ser ensinada a partir dos anos iniciais e ndo
apenas de forma abrupta no 8° ano do EF sem que os alunos tenham conhecimentos prévios

deste conteldo. Quando observamos as medidas que a BNCC promove, o documento traz a

3 Programa Internacional de Avaliacdo de Alunos
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ideia de que algebra se tornou mais leve pois aparece na grade curricular desde o 1° ano do EF,
permitindo maior compreensdo e promocgao para que se desenvolva o pensamento algébrico
(KUHN:; LIMA, 2021).

Borges (2018) em seu trabalho buscou mapear o estado da arte do estudo da algebra a
nivel de EF e EM de 42 trabalhos brasileiros, sendo 3 teses de doutorado e 39 dissertacdes de
mestrado. Em sua pesquisa, 0 autor encontrou trabalhos que revelaram que os professores
pesquisados buscavam trabalhar atividades algébricas mais simples deixando de lado as mais
elaboradas alegando que os alunos tinham muitas dificuldades. Verificou também docentes
presos ao livro didatico, que ndo trabalhavam o contetdo algébrico de forma contextualizada e
interdisciplinar. Por fim, Borges (2018) ainda completa esse quadro inquietante com mais

alguns resultados encontrados em seu estudo:

Vimos a maioria das pesquisas mostrarem as dificuldades dos alunos para aprenderem
contetidos algébricos e algumas das dificuldades do professor em ensinar tais
contelidos, no entanto, ndo encontramos pesquisas que tratem do que é ensinado como
sendo Algebra. O que esta posto, tanto em livros didaticos, quanto em documentos
oficiais, privilegia o calculo algébrico a partir de suas regras operatorias e grande parte
das pesquisas focam em diversas estratégias para a aprendizagem dessas regras
(BORGES, 2018, p. 155).

Dentro deste panorama de dificuldades no ensino da algebra postas até aqui e na
expectativa de mudancas para melhoria, Muller, Hetkowski e Pinheiro (2017) apontam
abordagens de ensino promissoras, como as baseadas em investigacdo matematica, jogos
matematicos e na RP. Da mesma maneira, objetivando a aprendizagem significativa dos
estudantes, Moreira (2010) destaca ser primordial que se considere o aluno como o principal
autor que constréi seu conhecimento, na qual o docente é o promotor que conecta 0s
conhecimentos que o estudante ja possui com 0s novos, participando em um cenario de RP.

Apos conhecermos a situacdo do ensino da algebra nas escolas brasileiras, a proxima
secdo buscara trazer a luz as perspectivas de ensino e aprendizagem mais especificamente sobre

o conteudo de SL, foco do nosso trabalho.

1.4 Estudos sobre perspectivas de ensino e aprendizagem de sistemas lineares

Com relacdo ao ensino de sistemas de equacgdes, os PCNs (BRASIL, 1998)

preconizavam que este deve:
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[...] receber um tratamento que enfatize sua importancia cultural, isto é, estender os
conhecimentos que os alunos possuem sobre a resolucdo de equagdes de primeiro e
segundo graus e sobre a resolucdo de sistemas de duas equagdes e duas incognitas
para sistemas lineares 3 por 3 (BRASIL, 1998, p. 122).

Da mesma maneira, a BNCC (BRASIL, 2018, p. 528) complementa essa ideia ao citar
que o ensino deste contetido deve possibilitar ao estudante “resolver e elaborar problemas do
cotidiano, da Matematica e de outras areas do conhecimento, que envolvem equacdes lineares
simultaneas, usando técnicas algébricas e gréficas, com ou sem apoio de tecnologias digitais”.

Dentro destes conceitos expostos pelos PCNs e pela BNCC, Pontes (2021) afirma que
0 ensino de SL € de grande importancia para que os alunos compreendam e possam resolver
diferentes problemas matematicos entendendo assim as suas aplicagdes no cotidiano. Em
contrapartida, trabalhar esse contetdo em sala de aula ainda gera muitas dificuldades tanto para
professores quanto para alunos. Discorrer sobre essas dificuldades e os trabalhos que visam
contorna-las € o que buscaremos fazer a seguir.

Ferreira (2013) destaca em seu trabalho que o contetdo de SL no EM ¢é ensinado de
maneira breve e superficial. Muitas vezes, isso leva 0s alunos a pensarem que este conteudo €
finito e termina ali, ndo vendo nem sequer alguma aplicagdo. As situagdes problemas séo
propostas pelos livros didaticos, entretanto ndo sdo trabalhadas aplicacbes aferindo sua
importancia para ciéncia. Para o autor, ao se trabalhar SL verifica-se uma linguagem formal e
generalizada que chega aos estudantes com pouca clareza, pois a preocupacao é na maioria das
vezes com a manipulacdo algébrica, desfavorecendo a concepgdo do contetido a ser estudado.
N&o existe uma abordagem mais aprofundada e com sofisticacdo, nem a aprimoracdo dos
problemas que séo apresentados e isso impede uma visdo mais geral sobre o tema abordado.

Reforcando estas ideias, Battaglioli (2008) em sua pesquisa verificou que os livros
didaticos tém por prioridade os calculos algébricos preterindo as situacGes problemas ao
abordarem o conteudo de SL. Ja Cataneo e Rauen (2018) ao analisarem um livro didatico de
matematica do 8° ano EF sob o ponto de vista da representacdo semiotica no capitulo sobre
sistemas de equacdes, constataram o prevalecimento de situacfes matematicas que solicitavam
que os estudantes transformassem a representacdo da lingua materna para o registro na forma
algébrica. Os autores ainda verificaram uma auséncia de propostas para que os alunos pudessem
elaborar problemas, pouca exploracdo de interpretacdes gréficas e de conversdes inversas.

Negromonte et al. (2009), ao trabalhar com alunos de 7° ano do EF constatou que 0s
estudantes tinham dificuldades para compreensdo e até mesmo rejeicdo ao fazerem uso de

incognitas na RP a eles propostos. Completando esse quadro, Valenzuela (2007) em seu estudo
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com estudantes do 8° ano do EF, aponta a fala de um docente em relacdo a pouca maturidade
dos alunos para interpretacéo e RP que envolviam sistemas de equagdes do 1° grau.

Um pouco mais a frente no EF, Delazeri (2017) pesquisou 30 alunos de 9° ano do EF
sobre a resolucdo de problemas que envolviam o pensamento algébrico nos conteudos de
equacOes do 1° grau e com SL com duas equacdes e duas incognitas. Os resultados mostraram
que os alunos tiveram dificuldades em tdpicos que envolviam SL e que possuiam uma
compreensdo limitada sobre esse conteido matematico. Alguns estudantes até conseguiam
escrever um SL equivalente ao problema dado, mas erravam sua resolucdo. Nesse sentido,
Delazeri (2017) salienta sobre a necessidade de serem desenvolvidas pesquisas com atividades
didaticas para o desenvolvimento do pensamento algébrico a metodologia de resolucdo de
problemas relacionadas ao ensino de SL.

Nesse cenario, Cunha Neto (2020) ao fazer uma pesquisa bibliografica sobre a resolucédo
de SL apontou que a organizacdo de ensino em salas de aulas ndo privilegia as discussdes de
juizos, conceitos e a formacdo do pensamento teérico que permita o desenvolvimento do aluno.
O autor aponta que a organizacdo de ensino baseada na teoria da atividade de estudo permite
ressignificar o ensino da algebra e de SL no EM, levando ao desenvolvimento do pensamento
algébrico.

Nesse sentido, Jorddo (2011) ao analisar estudantes do 2° ano do EM na resolugéo
algébrica e grafica de SL do tipo 3x3, encontrou uma série de dificuldades no processo de
resolutivo dos alunos: (a) dificuldades na interpretacdo de enunciados de problemas; (b)
dificuldades para combinar duas a duas equaces em um SL de 3 equa¢6es de modo a encontrar
a solucéo; (c) dificuldades em tratamento aritmético que ndo permitiam classificar corretamente
um SL. Sobre esses obstaculos enumerados, o0 autor aponta a importancia de novos estudos de
abordagens de ensino de SL do tipo 3x3 de modo a reconstruir 0s entraves encontrados.

Na busca por contornar essas dificuldades supracitadas, trabalhos como de Pontes
(2021) propde uma proposta fundamentada numa estratégia de intuicdo para resolver SL com
duas equacdes e duas incognitas com coeficientes positivos. Ele se fundamenta em situacoes
matematicas apresentadas aos estudantes por meio de tabelas de dados. Pontes (2021, p. 12)
sustenta que sua atividade proposta “pode facilmente cooperar para aperfei¢oar a aprendizagem
e 0 desempenho cognitivo dos alunos, assim como, novas contribui¢cdes metodoldgicas ao
professor para o ensino de matematica”.

Em se tratando de trabalhos que visam trabalhar com SL com trés equacOes e trés

incdgnitas a nivel de EM, Rodrigues, M. S. (2017) traz atividades de SL para serem trabalhadas
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com alunos desta etapa escolar, envolvendo abastecimento de 4gua, expansao de bairro, venda
de automoveis e rotulo de embalagens de alimentos. Sobre usar essas situagdes problemas com
os estudantes, o autor enfatiza que vale a pena “[...] mostrar como podemos aplicar
conhecimentos de matematica em problemas reais do cotidiano. Isso implica em um
aprimoramento por parte do professor, sempre na busca de solucdes de novos problemas que
surgem no magistério” (RODRIGUES, M. S., 2017, p. 61).

J& Pereira (2017) elaborou em sua dissertacdo, uma sequéncia didatica para o ensino de
SL para alunos do 2° ano do EM por meio de aplicacBes praticas explorando as posicOes de
retas no software GeoGebra. Pereira (2017, p. 80) afirma que essa sequéncia didatica pode
“possibilitar ao aluno, caminhos para que o mesmo compreenda o que esta fazendo e nao torne
o processo de resolugdo dos sistemas enfadonho ou até certo ponto mecanico”. Bezerra et al.
(2019) na mesma perspectiva traz sugestdes de utilizacdo do GeoGebra para aplicativos de
smartphones sugerindo o GeoGebra 2D para 0 ensino de sistemas de equa¢fes do 1° grau do
tipo 2 por 2 e 0 GeoGebra 3D para o trabalho com SL do tipo 3 por 3. Os autores supracitados
enfatizam que desta maneira os alunos podem percebem a relevancia de se trabalhar de maneira
unificada a algebra com a geometria, favorecendo a compreensao dos contelidos matematicos
abstratos.

Neste mesmo cenario, Fonseca (2017) buscou usar principios basicos de programacéao
para que seus alunos do 2° ano do EM pudessem elaborar um aplicativo para smartphones
Android que resolvesse SL. Como premissa final de sua pesquisa de dissertacdo, o autor
verificou que os alunos ficaram mais motivados para aprender o conteGdo proposto e
melhoraram o desempenho escolar. Por fim, Ferreira (2013) em sua dissertagdo objetivando
mostrar a importancia de se ensinar SL por meio da analise de livros didaticos e de questdes de
vestibular, constatou em seus objetos de pesquisa, 0 uso prioritario de atividades de
manipulacdo algébrica e que estes, ndo oferecem exemplos com aprofundamento que
esclarecam a importancia do conteddo para o cotidiano dos alunos. Para contornar esse
problema a autora oferece em seu trabalho uma abordagem com a utilizacdo dos softwares
GeoGebra, Winplot e Maxima por meio de situac6es enriquecedoras para com o0s estudantes.

Num panorama internacional, trabalnos como de Yan e Lin (2015), ao analisar as
diferencgas entre livros didaticos finlandeses e taiwandeses quanto ao ensino de SL, os resultados
obtidos apontaram que, o primeiro fazia a introducdo desse conteudo matematico por meio de
uma abordagem gréfica, enquanto o outro utilizava uma abordagem algébrica. Os resultados

também apontaram que os livros didaticos de Taiwan tinham menos problemas, porém, mais
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desafiadores e com maior grau de exigéncia cognitiva e, na sua maioria, abertos , fato que
exigia que os estudantes explorassem e explicassem suas resolucées. Ja os livros didaticos da
Finlandia traziam problemas mais auténticos e apresentados em formas visuais , sendo em
grande proporc¢éo, problemas de exploracao.

Dentro de métodos resolutivos de SL, Maharani (2020) ao investigar 40 alunos do EM
da Indonésia verificou que 30 alunos preferiram a resolucéo usando o Regra de Cramer e apenas
10 preferiram usar o escalonamento. Ao entrevistar os alunos pesquisados sobre as etapas de
resolucdo de SL, o autor concluiu que na visdo dos investigados, embora a Regra de Cramer
tenha mais etapas, a sequéncia do processo de resolucdo € clara e sem a necessidade de
raciocinio matematico. Na opinido desses estudantes, o escalonamento tem etapas mais curtas,
mas requer um forte raciocinio matematico em cada etapa. Dessa forma, Maharani (2020)
conclui que os participantes de sua pesquisa sdo limitados na escolha de etapas de resolucéo de
SL, devido a necessidade de um raciocinio matematico mais elaborado.

Oktag (2018) ao pesquisar alunos de EM do México e do Uruguai relativos as suas
concepgdes sobre SL e suas solugdes concluiram que as dificuldades dos investigados tinham
origem desde o EF, EM e chegando até o ensino superior. Tais entraves apontavam para
obstaculos em identificar conceitos de SL, seja por meios geométricos, algébricos e até em
espacos bidimensionais e tridimensionais. Nesse contexto, Okta¢ (2018, p. 92, traducdo nossa)
ressalta “a importancia de os professores perceberem esses fenomenos, a fim de desenvolverem
estratégias adequadas para lidar com eles em sala de aula e auxiliar no processo de
aprendizagem”.

Dewi et al. (2021) pesquisaram e entrevistaram trés licenciandos de matemaética da
Indonésia na resolucdo de quatro problemas equivalentes a SL que exigiam a compreensao
conceitual. Entre os resultados, os autores identificaram futuros professores com preferéncia
para resolver problemas de forma procedimental. Além disso, apontaram que o0s investigados
apresentaram dificuldades para construir relagdes entre algoritmos devido ao conhecimento

conceitual imaturo. Nesse sentido, Dewi et al. (2021) sugerem que

[...] novas pesquisas sejam realizadas com futuros professores, professores,
palestrantes e pesquisadores para examinar 0 processo de compreensdo conceitual
realizado experimentalmente em sala de aula. Além disso, é necessario pesquisar
como a compreensdo conceitual pode influenciar o processo de pensamento criativo
em problemas matematicos [DEWI ET AL., 2021, p. 11, tradug&do nossa].
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Em um olhar sobre os trabalhos elencados, vemos que as pesquisas nacionais apontam
um foco de ensino no contexto do célculo algébrico o que acaba causando diversas dificuldades
de aprendizagem e tornando o ensino mecanico e sem conexdo com a realidade (FERREIRA,
2013). Tal fato, também foi apontado em pesquisas feitas em livros didaticos (BATTAGLIOLLI,
2008; CATANEO; RAUEN, 2018). Esse quadro traz consigo um ensino em sala de aula com
alunos com dificuldades de compreensao, rejeicdo e com pouca maturidade para resolverem
problemas envolvendo o conteldo de SL (NEGROMONTE ET AL., 2009; VALENZUELA,
2007). Nesse panorama, pesquisas apontam ainda estudantes com dificuldades de resolucdo de
problemas de SL relacionados a conhecimentos conceituais e procedimentais que necessitam
ser tratadas e reconstruidas (CUNHA NETO, 2020; DELAZERI, 2017; JORDAO, 2011).

Nesse sentido, pesquisas internacionais ainda apontaram alunos de EM com obstéaculos
para escolher estratégias de RP de SL e com entraves quando a resolucdo exigia um raciocinio
matematico mais elaborado (MAHARANI, 2020). Nesse panorama, Okta¢ (2018) verificou
alunos de EF e EM com dificuldades para identificar conceitos de SL e Dewi et al. (2021)
identificou licenciandos de matemética com dificuldades para construir relagdes entre
algoritmos de SL devido ao conhecimento conceitual imaturo.

Desta forma, vimos acima que alguns trabalhos tentam contornar essas dificuldades por
meio do trabalho com a RP ou com o uso de tecnologias, porém a maioria desses estudos ficam
no ambito da proposta de abordagem de ensino e ndo verificam sua eficicia quando
implementadas em sala de aula. Todos esses obstaculos citados apontam para a necessidade de
novas pesquisas abarcando a formacao inicial e continuada, bem como abordagens de ensino
investigados efetivamente em sala de aula, de modo a reconstruir esse quadro de entraves
supracitados.

Apds falarmos sobre as perspectivas de ensino e aprendizagem de SL, tanto no EF, no
EM e no Ensino Superior, na proxima secao falaremos sobre a abordagem da RP foco de nosso
trabalho. Assim, falaremos sobre o conceito de problema, de RP e do ensino e aprendizagem

da matematica nessa abordagem.
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2. RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Nessa secdo explanaremos sobre os referenciais teoricos inerentes a RP. Assim, serdo
discutidas inicialmente as diferencas de problema e exercicio a luz de alguns autores. Em
seguida, discorreremos sobre as etapas para se resolver um problema, segundo os apontamentos
de Polya, Mayer, Sternberg e Proenca. Na sequéncia, falaremos sobre o papel da RP para
ensinar matematica. Apds, sera apresentada uma proposta de ensino para aprendizagem de
conceitos matematicos por meio da RP. Ao término desta secdo, tracamos um panorama das

teses e dissertacdes produzidas que abarcam o ensino de SL por meio da RP.

2.1 Problema ou exercicio?

Ao discutirmos o conceito de problema, logo nos deparamos com a necessidade de
compara-lo com o conceito de exercicio. Nesta conceituacdo, Echeverria (1998) sustenta que
0s exercicios possibilitam a consolidacdo e automatizacdo de algumas habilidades,
procedimentos e técnicas que se fazem necessarios para que o aluno possa solucionar problemas

posteriormente. Reafirmando essa ideia, Echeverria e Pozo (1998) nos trazem a luz que:

Uma situagdo somente pode ser concebida como um problema na medida em que
exista um reconhecimento dela como tal, e na medida em que ndo disponhamos de
procedimentos automaticos que nos permitam soluciona-la de forma mais ou menos
imediata, sem exigir, de alguma forma, um processo de reflexdo ou uma tomada de
decisdes sobre a sequéncia de passos a serem seguidos (ECHEVERRIA; POZ0, 1998,
p. 16).

Nesta perspectiva, Schoenfeld (1985) alerta-nos para o cuidado na definicdo do que é
um problema, pois tarefas dificeis para alguns estudantes podem ser relativamente faceis para
outros. Para o autor, a dificuldade relacionada a um problema estd vinculada ao impasse
intelectual e ndo ha um percalgo ao se realizar um célculo matematico. Sobremaneira, na viséo
de Schoenfeld (1985), quando um individuo ja conhece de antemao um esquema para resolver
uma situacdo que Ihe é proposta, tal atividade diz respeito a um exercicio e ndo a um problema.

Para Echeverria (1998), podemos falar da existéncia de um problema, quando o
individuo tenta resolver uma tarefa e se depara com alguma dificuldade que o leva ao
questionamento de qual caminho deve seguir para alcancar a meta almejada. Corroborando com

esse contexto, Brito (2010) tem em sua visdo, que o problema é capaz de levar o estudante a
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combinacgfes, em sua estrutura cognitiva, de principios e conceitos, procedimentos e técnicas,
habilidades e conhecimentos que j& conhece e que se fazem necessarios para resolver uma
atividade que Ihe é proposta e que demande, para tanto, uma reorganiza¢do conceitual e
cognitiva.

Dessa forma, podemos reafirmar o conceito de problema proposto por Echeverria e Pozo

(1998) por meio da reflexdo de Proenca (2018):

No caso da Matematica, entendemos que uma situagcdo de Matematica se torna um
problema quando a pessoa precisa mobilizar conceitos, principios e procedimentos
matematicos aprendidos anteriormente para chegar a uma resposta. N&o se trata,
assim, do uso direto de uma fédrmula ou regra conhecidas — quando isso ocorre, a
situacdo tende a se configurar como um exercicio (PROENCA, 2018, p. 17-18).

Ap0s conceituarmos problema e exercicio sobre a 6tica de alguns tedricos, a se¢do a

seguir busca apresentar as etapas de RP segundo a visdo de alguns estudiosos.

2.2 As etapas para se resolver um problema

Muitas sdo as vertentes que nos elucidam sobre as etapas de resolucédo de um problema,
falaremos a seguir sobre as visdes dos autores Polya (1994), Mayer (1992), Sternberg (2008) e

Proenca (2018) sobre essa conceituacéo.

2.2.1 As fases de Polya

Polya (1994) em seu livro “A Arte de Resolver Problemas” defende que 0 processo de
resolucdo de um problema envolve quatro fases: Compreender o problema, estabelecer o plano
de resolucéo, executar o plano e realizar o retrospecto. Sobre tais fases, explanaremos a seguir:

Compreender o problema é a fase na qual o individuo se ambienta com o problema que
Ihe é proposto, facilitando sua compreensdo. Para tanto, se fazem necessarias leituras com muita
atencdo, fazendo o uso de desenhos, indicando dados e incdgnitas. Todavia, 0 estudante é que
devera encontrar caminhos com as principais ideias para resolu¢do do problema (POLYA,
1994).

Estabelecer o plano de resolugdo consiste no momento no qual a partir de problemas
que ja se tenham resolvidos e experenciados, o estudante pode estabelecer uma relagdo entre os

dados e a incognita. Por meio disso, é possivel se chegar a um plano de resolucéo. Nesta etapa,
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podem ser feitos questionamentos como: Ja viu um problema desse antes? Ja viu algum
problema ligeiramente diferente ou correlato? Existem problemas que poderiam ser Uteis para
resolver o problema proposto? Tais questionamentos, ajudam o estudante na reflexdo e na
elaboracdo de um caminho para chegar a resolucéo do problema apresentado (POLYA, 1994).

Executar o plano é a fase que exige do aluno conhecimentos prévios, bons habitos
mentais e concentracdo no objetivo almejado. Se faz necessério que exista uma convicgao dos
detalhes que fazem parte do roteiro, o que requer que estes sejam examinados detalhadamente
um apos o outro de maneira que tudo seja visualizado de forma clara ndo abrindo caminhos que
possam levar a erros. Cabe ao professor a insisténcia para que o aluno execute cada passo
conforme planejado na fase anterior (POLYA, 1994).

Por fim, o Retrospecto € a ultima fase na qual se verifica a resolucdo seguida e se a
resposta encontra é coerente com o questionamento do problema proposto. Para Polya (1994,
p. 10) isso permite ao individuo “consolidar seu conhecimento e aperfeigoar sua capacidade de

resolver problemas”.

2.2.2 Os processos de resolucdo de Mayer

Para Mayer (1992) existem dois estagios inerentes ao processo de RP: a representaco
do problema e a solucdo do problema. A representacdo do problema é dividida em dois
subestagios, a saber — a traducdo e a integracdo do problema. O primeiro exige 0s
conhecimentos linguistico e semantico, ja o segundo necessita do conhecimento esquematico.
Na solucao do problema, os subestagios sdo o planejamento e monitoramento que demandam
0 conhecimento estratégico e a execuc¢do que requer o conhecimento procedimental para que se
chegue a resposta do problema.

A Figura 1 a seguir, nos traz luz ao processo de RP sobre a 6tica de Mayer (1992):

Figura 1 - Processo de resolucéo de problemas matematicos.
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Estagio Tipo de Conhecimento

Problema

Representacao do problema /

Traducdo = Semantico

Integracao

Esquematico

Solucéo do problema

Planejamento e

Estratégico

Monitoramento

Execucéo Procedimental

4

Resposta

Fonte: Mayer (1992, p. 459)

Da Figura 1, podemos observar que os conhecimentos linguisticos e semanticos dizem
respeito a0 momento em que ocorre a traducdo dos dados presentes no problema por meio da
representacdo mental. O conhecimento da lingua materna nesse processo encabeca o
conhecimento linguistico, enquanto o conhecimento seméntico € oriundo da tradugdo de termos
e significados matematicos e das relacdes que estabelecem entre si.

O conhecimento esquematico é relativo ao momento em que o individuo reconhece o
conteddo matematico do qual se trata o problema. Mayer (1992, p. 465) exemplifica esse
processo afirmando que “[...] quando vocé reconhece que esse problema, envolve a formula de
area, vocé ativou um esquema para esse problema”. Assim, quando um aluno encontra

dificuldades para a resolucdo de um problema isso pode ser devido a utilizacdo de esquemas
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incorretos. J& 0 uso de esquemas corretos, permitem encontrar o caminho de resolucdo, como
também a atencdo a informacoes relevantes constantes no enunciado do problema.

Em se tratando em conhecimento estratégico, esse tem referéncia a pratica de gestdo e
monitoramento do plano de solucdo estabelecido. A estratégia de resolucdo e sua gestdo,
depende do tipo de problema e da pessoa que procura alcangar sua solucao.

Por fim, o conhecimento procedimental relaciona-se a execuc¢éo do plano de solucéo,

envolvendo agdes como célculos aritméticos e algébricos.

2.2.3 O ciclo da solucdo de problemas de Sternberg

Sternberg (2008) por meio de seus estudos em psicologia cognitiva, descreveu um ciclo
para solucdo de problemas baseadas em 7 passos, a saber: identificacdo do problema; definicao
e representacdo do problema; formulacéo da estratégia; organizacdo da informacdo; alocacao
de recursos, monitoramento e avaliagdo. A Figura 2 abaixo, nos traz uma forma didatico de

como ocorre esse ciclo de solu¢do de um problema:
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Figura 2 - Os passos do ciclo da solugéo de problemas.

1
IDENTIFICACAO
DO PROBLEMA

2
DEFINICAO DO
PROBLEMA

/

AVALIACAO

3
FORMULACAO
DA ESTRATEGIA

6
MONITORAMENTO

5
ALOCACAO DE
RECURSOS

4
ORGANIZACAQ DAS
INFORMACOES

Fonte: Sternberg (2008, p. 367)

Sobre esses 7 passos Vistos na Figura 2 acima, descreveremos a seguir sucintamente, as
ideias de Sternberg (2008), para o ciclo de solu¢do de um problema:

1. Identificagdo do problema: é um processo dificil, pois o individuo deve identificar
que esta diante de uma situacdo problema. Desta maneira, “Podemos nado ser capazes de
reconhecer que temos um objetivo. Por exemplo, podemos precisar sair do caminho de
um carro gque se aproxima, mas ndo conseguir vé-lo. Ou podemos ndo reconhecer que
nosso caminho até um objetivo estd obstruido” (STERNBERG, 2008, p. 367).

2. Definigdo e representacdo do problema: Apos identificar que o problema existe, é
necessario ter sua definicdo e representacdo de modo que seja possivel sua resoluco.
Definir um problema é um passo determinante e, se sua representagdo for imprecisa, a
capacidade para encontrar sua solucéo sera sobremaneira reduzida.

3. Formulacé@o da estratégia: apds a identificacdo do problema, o passo seguinte é

realizar um planejamento estratégico para sua resolucgdo. Isto pode ser feito por meio de
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uma andlise desmembrando um problema complexo em elementos menores que
facilitem seu gerenciamento. Por outro lado, também pode-se usar uma
complementacéo de sintese, isto €, aglutinando mais elementos de modo a organiza-los
em uma estratégia mais eficaz.

4. Organizacgado da informacao: Neste passo, deve existir a tentativa de integracdo das
informagdes que se acreditam serem necessarias para se encontrar a solugdo. E uma
etapa crucial para que se encontre uma solugéo adequada. Sternberg (2008, p. 369) acusa
que “As vezes, as pessoas ndo sio capazes de resolver um problema ndo porque no
consigam, mas porgue ndo se dao conta das informacdes que tem ou de como elas se
encaixam”.

5. Alocagéo de recursos: Existem problemas que requerem grande parcela de tempo e
de outros recursos, ja outros demandam pouca. Neste contexto, se faz necessario
sabermos quando e quais recursos devemos designar. Segundo Sternberg (2008, p. 369)
os estudos apontam que os melhores alunos “tendem a dedicar mais de seus recursos
mentais ao planejamento global (quadro geral) do que os novatos. [...] os estudantes
eficazes tém menos probabilidades de ser vitimas de falsos comecos, de caminhos
tortuosos e de todos os tipos de erros”.

6. Monitoramento: E o passo concomitante no qual ocorre a verificagio se o caminho
percorrido esté se aproximando do objetivo planejado. Caso ndo esteja, € pertinente uma
reavaliacdo do que estd sendo feito, se houve um comeco incorreto, um caminho
inadequado ou vislumbrou-se uma estratégia mais promissora neste processo.

7. Avaliagdo: A solugdo do problema quando finalizada, deve ser avaliada. Esta etapa
pode ser feita de imediato, um pouco ou muito mais tarde. Fechando este ciclo, temos

que:

Muitas vezes, avancos fundamentais acontecem no processo de avaliacdo, quando
novos problemas podem ser reconhecidos. Além disso, o problema pode ser
redefinido, e é possivel que surjam novas estratégias. Novos recursos também podem
tornar-se disponiveis ou 0s ja existentes podem ser usados com mais eficiéncia. Dessa
forma, o ciclo se completa quando leva a novas ideias e recomeca (STERNBERG,
2008, p. 369-370).

2.2.4 O processo de resolucdo de problemas de Proenca
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Proenca (2018), tendo por base as ideias de Mayer (1992) e as quatro etapas sintetizadas
por Brito (2010), buscou descrever estas etapas de resolucdo de problema, segundo sua
interpretagdo da maneira como deveriam ser caracterizadas.

e Representacdo: esta é a etapa na qual o individuo compreende ou interpreta o

problema buscando resolvé-lo. Envolve os conhecimentos linguisticos, pois com base

na lingua materna € que se traz a tona a estrutura geral do problema, ou seja, o

reconhecimento das palavras. Além disso, exige-se 0s conhecimentos semanticos

relativos ao conhecimento do aluno de termos matematicos presentes no enunciado e

como se relacionam. Por fim, os conhecimentos esquematicos é que permitirdo

reconhecer a natureza do problema baseado em contetdos e algoritmos matematicos
aprendidos de antemao. Assim € possivel diferenciar se o0 problema é de geometria, de
algebra, de analise combinatdria etc.

e Planejamento: € o momento de se pensar em uma estratégia de resolucdo para o

problema. Abarca o conhecimento estratégico que o individuo possui, sua organizacao

e como Vvai representa-lo, tracando um caminho em busca da solucdo. Assim, Proenca

(2018, p. 28) aponta que o individuo podera adotar uma “estratégia que segue o uso de

conhecimentos l6gico-verbais, viso-pictéricos (desenhos, figuras, diagramas) ou

ambos”.

e Execucdo: concernente a etapa na qual executa-se a estratégia planejada. Proenca

(2018) aponta que isso envolve que o estudante tenha um dominio dos procedimentos

algoritmicos a serem utilizados, trazendo a luz sua capacidade para estabelecer relacfes

espaciais e quantitativas por meio de seu pensamento logico. Assim, por exemplo, se 0

planejamento da etapa anterior era resolver uma equacao do 2° grau, nessa etapa o aluno

devera executéa-la por meio da formula de Bhaskara ou do complemento de quadrados
ou outros procedimentos que o levem a alcancar o seu objetivo.

e Monitoramento: necessita que o aluno dé uma atencdo especial a dois importantes

aspectos: o primeiro, é verificar se a resposta encontrada é adequada ao questionamento

do problema; e 0 segundo, rever o caminho de resolugéo percorrido. Este Gltimo propicia

a pessoa a avaliagdo de suas habilidades de “reconstrugdo répida e livre do raciocinio

l6gico matematico, isto €, se ela € capaz de refazer o que foi proposto como resolugao”

(PROENCA, 2018, p. 28-29).
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2.2.5 Considerages acerca do processo de resolugdo de um problema

Nas subsecOes anteriores vimos 0S processos de resolugdo um problema segundo as
concepcdes de Polya (1994), Mayer (1992), Sternberg (2008) e Proenca (2018). Desses autores,
Sternberg (2008) apresenta o processo de resolucdo de problemas em um ciclo de sete estagios
de resolucéo propondo etapas de modo a encontrar a solugdo de problemas de maneira geral. J&
0s demais autores, propuseram etapas para solucionar problemas matematicos. O Quadro 1 a

seguir mostra as etapas de resolucdo de problemas apontadas por esses autores e as

similaridades:
Quadro 1 - Etapas de resolucdo de problemas.
Etapas / Autores Polya (1994) Mayer (1992) Sternberg (2008) Proenca (2018)
Similaridades Compreenséo do | Representagdo do | - Identificacdo do | Representacdo
problema problema problema.
- Definicdo e
representacdo  do
problema.
Elaboracdo de um | Solucéo do | - Formulacdo da | Planejamento
plano problema estratégia.
(planejamento) - Organizacdo da
informagcéo.
Execucdo de um plano | Solucéo do | - Alocagdo de | Execugéo
problema Recursos.
(execucéo)
Retrospecto Solucéo do | - Monitoramento. Monitoramento
problema - Avaliacdo
(monitoramento)

Fonte: Elaborado pelo autor

Pelo Quadro 1 podemos observar que o cerne das etapas de resolucdo de problemas esta
presente em todos 0s autores pesquisados. Assim, a etapa de compreensdo de um problema de
Polya (1994) é similar as etapas de representacdo de um problema de Mayer (1992), de
identificacdo do problema e de definicao e representacdo do problema de Sternberg (2008) e de
representacédo de Proenca (2018). Do mesmo modo, a etapa de elaboragéo de um plano de Polya
(1994) é similar a etapa de solucdo de um problema (planejamento) de Mayer (1992), de
formulacdo da estratégia e organizacao da informacdo de Sternberg (2008) e planejamento de
Proenca (2018). J& a etapa de execucdo de um plano de Polya (1994) tem similaridades com a
etapa de solugdo de um problema (execugéo) de Mayer (1992), de alocagéo de recursos de
Sternberg (2008) e de execucdo de Proenca (2018). Por fim, a etapa de retrospecto de Polya
(1994) é similar a etapa de solucdo do problema (monitoramento) de Mayer (1992), as etapas

monitoramento e avalia¢do de Sternberg (2008) e de monitoramento de Proenca (2018).
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Dentro desse contexto, em nossa pesquisa adotaremos a perspectiva de Proenca (2018)
que é mais atual e segundo seu préprio autor tomou como base as ideias de Mayer (1992). Tais
concepgdes exploram a resolucdo de problemas matematicos sobre a 6Gtica de conhecimentos
especificos (linguistico, semantico, esquematico, estratégico e procedimental) a qual
acreditamos serem importantes para o processo de ensino aprendizagem que buscaremos

implementar com nossa proposta de organizacdo de ensino.

2. 3 A resolucéo de problemas para ensinar matematica

Para Flemming, Luz e Mello (2005), quando falamos em Tendéncias na Educacéo
Matematica, estamos falando de estratégias ou propostas metodolédgicas para o Ensino da
Matematica. Tais propostas norteiam o trabalho do professor, representando uma preocupacéo
com aluno, o qual tem papel central no processo, opondo-se ao sistema no qual o aluno é
espectador que recebe o conhecimento de forma passiva. Quando usamos uma tendéncia no
processo de ensino e aprendizagem, professores e alunos podem vivenciar formas diferentes de
ensinar e aprender Matematica. Para tanto, a tendéncia escolhida por nos para este trabalho sera
com foco na RP.

A RP é uma tendéncia em educacdo matematica indicada nos Parametros Curriculares
Nacionais do EF — PCNs (BRASIL, 1998). Tal documento, quando em vigor, propunha o uso
da RP de modo que auxilie o estudante a compreender 0s conceitos e algoritmos matematicos.
E ainda sugestionado a utilizagdo do problema como ponto de partida ao invés da definicio
pronta de um conteido matematico.

Ja a Base Nacional Comum Curricular — BNCC (BRASIL, 2018) orienta-nos que 0
foco para o ensino da Matematica por meio da RP deve encaminhar o aluno na articulacao de
diferentes campos matematicos como a Aritmética, Geometria, Algebra, Estatistica e
Probabilidade e Grandezas e Medidas. E proposto assim que o individuo desenvolva suas
habilidades para que tenha éxito ao agir matematicamente em diferentes situacdes objetivando
deste modo sua autonomia na tomada de decisoes.

Entretanto, Proenca, Campelo e Santos (2022) apontam que a BNCC néo traz a RP como
forma de ensino e afirmam que as habilidades indicadas de “resolver ¢ elaborar problemas”,
“resolver problemas” e mesmo “para resolugdo de problemas” evidenciam um posicionamento
da BNCC no qual o ensino esta preocupado apenas em levar os alunos a aplicacdo e/ou

utilizacdo da Matematica estudada em sala de aula. Além disso, esse documento ndo traz
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sugestdes sobre como deve ocorrer a abordagem de ensino por meio da RP de modo a levar os
estudantes a aprenderem Matematica. Sobre esse fato, 0s autores defendem que “se a resolucao
de problemas for integrada ao curriculo, entdo deve ser entendida como estratégia de ensino e
aprendizagem, e ndo simplesmente para aplicar conteudos” (PROENCA; CAMPELO;
SANTOS, 2022, p. 17).

A BNCC (BRASIL, 2018) e a literatura atual citam ainda a perspectiva de ensino e
aprendizagem por meio da proposicao de problemas — PP. Sobre este tema, Zhang e Cai (2021,
p. 02) sustentam que a “proposi¢do de problemas matematicos é o processo de formular ¢
expressar um problema dentro do dominio da matematica”.

Nesse panorama, Possamai e Allevato (2021) ao revisarem a literatura desse tema
apontam que a PP traz contribuicbes como: a promo¢do da compreensdo conceitual; o
desenvolvimento da capacidade de raciocinio e de comunicacdo matematica do aluno; o
aumento do interesse pela matematica; o fomento para criacdo e autonomia; a conexdo da
matematica com interesses individuais dos estudantes; e, uma melhora em processos de leitura,
interpretagdo e compreensdo de problemas pelos estudantes. Em virtude dessas benesses,
Martins e Andrade (2023, p. 08) afirmam que a PP “¢ um tema emergente na Educagdo
Matematica que vem ganhando nos Gltimos anos vasta propor¢cdo em termos de pesquisas e
praticas educativas, tendo destaque em eventos e publicacdes”. Nesse sentido, os autores
afirmam ainda que essa abordagem de ensino e aprendizagem sdo de grande interesse para
comunidades de pesquisa e de préaticas no arcabouco da Educacdo Matematica.

Nesse contexto, Schroeder e Lester Junior (1989) descrevem trés abordagens da RP para
0 ensino em sala de aula:

e Ensinar sobre a RP - baseada nas etapas de Polya (1994). Tal abordagem de ensino

inclui tanto o trabalho com heuristicas e estratégias de resolugcdo como a experiéncia do

estudante para resolver problemas. Resumidamente, o ensino sobre esta atrelado a

discusséo de como os problemas sdo resolvidos (SCHROEDER, LESTER JUNIOR,

1989).

e Ensinar para RP - na qual o professor trabalha a habilidade do aluno em transferir o

que aprende para outras situagcdes. Assim, “[...] a inica razao para aprender matematica

¢ ser capar de usar o conhecimento adquirido para resolver problemas” (SCHROEDER;

LESTER JUNIOR, 1989, p. 32).

e Ensinar via/através da RP - nesta abordagem “o ensino de um tdpico matematico

comeca com uma situacdo problema que expressa aspectos-chave desse topico”
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(SCHROEDER, LESTER JUNIOR, 1989, p. 32). Desta maneira, o problema é o ponto
de partida para o ensino em sala de aula, permitindo ao aluno construir os conceitos
matematicos e apenas depois é que o professor formaliza tais conceitos.

Sobre estas trés abordagens, Schroeder e Lester (1989) observam que o ensino sobre a
resolucdo de problemas tem como foco apenas um topico matematico ensinado de maneira
isolada preterindo outros contelldos matematicos.

Por outro lado, o ensino para RP é visto como limitado haja vista que 0s alunos s6 se
engajam em uma atividade ap6s a introdugdo de um novo conceito para em seguida desenvolver
suas habilidades para calcular (SCHROEDER, LESTER JUNIOR, 1989). Dando embasamento
a este contexto, o trabalho de Proenca e Maia-Afonso (2020) apontou estudos nos quais
ocorreram esta abordagem de ensino e que evidenciaram para concepgao de apenas resolver
problemas, assim os conceitos matematicos eram dados de forma direta ao invés de serem
formados partindo dos problemas.

Todavia, em relacdo a abordagem de ensino via/através da RP, Schroeder e Lester
Junior (1989) destacam que “[...] ¢ uma concep¢do que ndo tem sido adotada, quer
implicitamente, por muitos professores, autores de livros e desenvolvedores de curriculo, mas
é uma abordagem do ensino de matematica que merece ser considerada, desenvolvida, tentada
e avaliada (SCHROEDER, LESTER JUNIOR, 1989, p. 34). Trabalhos como de Matsuda
(2017) e Sousa e Proenca (2019) mostraram que a implementacdo desta abordagem de ensino
contribuiu para a aprendizagem de Matematica pelos alunos.

Dentro da literatura para o trabalho do professor nessa abordagem de ensino via/atraves
da RP, no ambito nacional, podemos citar Onuchic et al. (2019) que dissertam sobre 10 etapas
para sua pratica em sala de aula, a saber: 1 - proposi¢do do problema; 2 - alunos em grupo sao
desafiados a utilizar seus conhecimentos prévios; 3 - os alunos nos grupos discutem e
aprimoram sua compreensdo; 4 - o professor observa, incentiva e os auxilia em problemas
secundarios; 5- os alunos resolvem o problema; 6 - os alunos registram as resolucdes na lousa;
7 -em plenaria, discutem as resolucdes obtidas; 8 - professor e alunos chegam aum consenso
sobre a resolucdo; 9 - o professor formaliza o “novo” contetdo; e 10 - ocorre a proposicao
de novos problemas.

Outra possibilidade do trabalho na abordagem de ensino via/através da RP é a de
Proenca (2021), cujo viés busca trabalhar o ensino para aprendizagem de conceitos matematicos
por meio da RP, baseando-se em quatro etapas: 1 — uso do problema como ponto de partida; 2

—formacéo do conceito; 3 — defini¢cdo do conteldo; e 4 — aplicagdo em novos problemas. Nessa
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proposta de Proenca (2021) vemos similaridades da etapa 3 - defini¢céo do conteido com a etapa
9 - o professor formaliza 0 “novo” conteiido proposta por Onuchic et al. (2019), porém nesse
ultimo os autores ndo se preocupam com o trabalho conceitual de conteddos matematicos na
abordagem de ensino. Dessa forma, para o presente estudo, optamos pela proposta de
abordagem de ensino de Proenca (2021) tendo em vista 0s objetivos propostos para nossa
questdo de pesquisa e por acreditarmos que o trabalho com conceitos matemaéticos pode
contribuir para sanar as dificuldades de ensino e aprendizagem concernentes ao contetido de

SL. Sobre a proposta de trabalho de Proenca (2021) é que dissertaremos na proxima secao.

2.4 Organizando o ensino de conceitos matematicos por meio da resolucéo de problemas:
a proposta de Proenca (2021)

Proenca (2021) prop8e uma organizacdo para o ensino de conceitos matematicos de
uma forma estruturada baseada em etapas correspondentes a uma sequéncia de aulas a ser
implementada pelo professor em seu trabalho escolar em sala de aula. As etapas sao, em ordem:
1) Uso do problema como ponto de partida; 2) Formacéo do conceito; 3) Definicdo do conteudo;

4) Aplicagdo em novos problemas. A Figura 3 a seguir, esquematiza essa organizagao de ensino:

Figura 3 - Estrutura da organizacéo de ensino.

USO DO PROBLEMA APLICACAO
COMO PONTO DE EM NOVOS
PARTIDA PROBLEMAS

FORMACAO DEFINICAO
DO CONCEITO DO CONTEUDO

Fonte: Proenca (2021, p. 08)

Nas proximas subsecBes, trataremos acerca da organizacdo de ensino para
aprendizagem de conceitos matematicos por meio da RP proposto por Proenca (2021). Cada
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subsecdo explanara sobre os principais pontos de cada uma das quatro etapas propostas pelo
autor.

2.4.1 Uso do problema como ponto de partida

Tal etapa é aquela na qual o professor faz uso de uma situagéo de matematica que podera
ser um possivel problema a ser adotado como ponto de partida de modo que venha fazer a
introducdo de um novo conteddo/conceito/assunto matematico. Para auxiliar o docente no
planejamento e orienta-lo na elaboracéo das aulas neste processo, optamos pelas cinco acoes
propostas por Proenca (2018) para o que denominou de Ensino-Aprendizagem de Matematica

via Resolucédo de Problemas (EMAVRP), conforme a Figura 4 abaixo:

Figura 4 - Esquema de trabalho por meio da sequéncia de aces.

Escolha Introdugéo Auxilio aos Discussao Artu(:julaz;ao
I do do alunos das as
durante a estratégias estrategias
roblema roblema
P P resolucéo dos alunos dos alunos

ao contelido

Processo de resolucéo de problemas:
* Representacédo

¢ Planejamento

e Execucéo

¢ Monitoramento

Fonte: Proenga (2018, p. 46).

Sobre as a¢Oes da Figura 4 é o que descreveremos a segulir:

eEscolha do problema: A escolha do problema, deve ter atencdo a trés importantes
aspectos:

O principal. [...] em direcionar os alunos a usar conceitos, principios e procedimentos
matematicos aprendidos anteriormente. [...] O segundo, [...] é justamente leva-los a
construir o contetido/conceito/assunto a ser introduzido. [...] O terceiro (...) propiciar
que os alunos estabelegam relagGes entre os conhecimentos matematicos utilizados e
entre estes e 0 hovo conhecimento (PROENCA, 2018, p. 46).

Para Proenca (2018), nessa ac¢do, o docente deve buscar situagdes de matematica dando

preferéncia aquelas que possuirem mais de uma resposta, objetivando que os estudantes
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compreendam que a resolucdo de um problema ndo implica em uma Unica resposta. Deste
modo, 0s alunos podem entender que a resposta que encontrarem deve ser analisada em
racionalidade com o contexto da situacdo matematica. Além disso, o professor deve conhecer
previamente as possibilidades de estratégias de resolucéo, como por exemplo: por tentativa e
erro, desenhos de figuras, uso de casos particulares, busca de processos de generalizagéo,
trabalho inverso, simulacdo e experimentacdo, deducéo ldgica e representacdo de dados como
gréaficos, equacdes, expressdes algébricas, diagramas, quadros e tabelas.

Dentro do processo de escolha do problema, Proenca (2018) aponta algumas
possibilidades que facilitam o trabalho do professor para esse momento: a) a escolha de um
problema na integra: quando o docente pode escolher um problema retirado na integra de um
livro didatico ou similares; b) a escolha de um problema elaborado: referente aquela na qual se
elabora um problema que facilite a introducdo de um conteido/assunto/conceito matematico;
c) escolha de um problema reelaborado: nesse o professor escolhe o problema de um livro
didatico ou similar e faz alteracfes que julgar necessarias para que o problema alcance seus
objetivos pedagdgicos para as a¢Oes de ensino posteriores; e, por fim, d) escolha do problema
envolvendo a busca de um padrdo: nesse escolhe-se o problema que “ajuda a levar os alunos a
desenvolver um processo de pensamento baseado na generalizacdo” (PROENCA, 2018, p. 68).

e Introducdo do problema: esta segunda acdo é aquela na qual ocorre o contato do

professor com os alunos em sala, sugerindo que uma divisao dos estudantes em grupo.

Isso permite que os individuos compartilhem os conhecimentos e experiéncias que

aprenderam anteriormente. Neste momento, o professor deve indicar que os discentes

tentem resolver como quiserem ou como acharem mais conveniente, usando seus
conhecimentos matematicos conhecidos. E neste momento que a situacio de matematica

apresentada pode configurar como um problema e o docente entra em cena com a

préxima acdo da abordagem de ensino.

e Auxilio aos alunos durante a resolugédo: Nesta acdo, o professor deve auxiliar 0s

alunos sobre suas duvidas mais frequentes, interpretacGes erroneas dos dados da

situacdo matematica e da racionalidade da resposta obtida por eles durante a resolucao,
ou seja, o professor deve avaliar seus alunos nas etapas de resolucdo de problemas.

Proencga (2018, p. 51) aponta que “o papel do professor no auxilio dos grupos ¢ de

observador, incentivador e direcionador da aprendizagem, apoiando os alunos a

desenvolver autonomia frente ao processo de resolucdo”. Durante essa a¢do, o docente

pode verificar as dificuldades e motivacdo dos grupos em busca da solucdo e pode
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auxilia-los por meio de estratégias que tenham sido elaboradas de antemao na primeira
acdo (Escolha do problema).
e Discussdo das estratégias dos alunos: € um momento importante de socializa¢do da
resolucdo para que os grupos “possam perceber e construir relagdes entre 0S
conhecimentos que utilizaram. “[...] O professor deve apontar dificuldades e equivocos
cometidos numa resolucdo inadequada. [...] Deve-se, contudo, levar os alunos a
sintetizar o que aprenderam” (PROENCA, 2018, p. 52).
e Articulacdo das estratégias dos alunos ao contetido: nesta ultima acdo, busca-se a
articular as estratégias dos estudantes ao conteido/conceito/assunto matematico que se
quer introduzir. Sobre essa acdo, o autor faz alguns apontamentos:
[...] o papel do professor € utilizar pontos centrais de uma estratégia e relaciona-la ao
conceito ou a uma expressdo matematica (férmula, algoritmo etc.). Caso nédo seja

possivel tal articulacdo, pode-se apresentar a resolugdo do problema de forma direta
(PROENCA, 2018, p. 52).

Observamos ainda na Figura 4 que as a¢des de auxilio aos alunos durante a resolucdo
e discussdo das estratégias dos alunos permeiam as etapas de resolucdo de um problema
(representacdo, planejamento, execu¢do e monitoramento) propostos por Proenca (2018) e sdo
nessas acdes que os estudantes possivelmente desenvolverdo as etapas de resolucdo do
problema proposto.

2.4.2 Formagao do conceito

Ato continuo ap6s os estudantes terem contato com o novo conteddo e se habituarem
com a representacdo matematica inerente a eles, € o momento de se leva-los a formarem o
conceito. Isto ocorre por meio da aprendizagem e do desenvolvimento da compreenséo deste
conceito.

Segundo o dicionario on-line de portugués (CONCEITO, 2021), a palavra conceito faz
referéncia “ao modo de pensar, a no¢do, concepg¢ao ou percepgdo que alguém possui sobre algo”
Klausmeier e Goodwin (1977) advogam que 0S conceitos como construtos mentais séo
inerentes a construcdo da aprendizagem de cada pessoa, ja 0s conceitos enquanto entidades
publicas constroem-se juntos a informagdo organizada assim como estdo dispostas em livros,
por exemplo. Deste modo, Klausmeier e Goodwin (1977, p. 312) nos orientam que 0 conceito

¢ inerente a “informacdo ordenada sobre as propriedades de uma ou mais coisas - objetos,
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eventos ou processos — que torna qualquer coisa ou classe de coisas capaz de ser diferenciada
de ou relacionada com outras coisas ou classes de coisas”. Exemplificando ao contexto
matematico, podemos dizer conceitualmente que uma equagdo do 2° grau se diferencia de uma
equacdo do 1° grau devido ao fato da variavel de maior grau ter expoente igual a 2. Diante disso,
Proenga (2021, p. 04) afirma que “deve-se partir de alguns exemplos e ndo exemplos e elaborar
uma atividade para envolver os alunos na identificacdo de caracteristicas que fazem parte do
conceito”.

Reforcando estas ideias, Pozo (1998) aponta que os conceitos ensinados aos estudantes
devem partir de uma avaliacdo tendo por base a aprendizagem significativa, permeando o0s
seguintes objetivos: i) levar os alunos a elaboracao da defini¢do do significado de conceito; ii)
serem capazes de fazerem o reconhecimento da definicdo do conceito que sabem quando se
depararem com diferentes possibilidades; iii) terem habilidades para escreverem sobre um
assunto que envolva o conceito apresentado; iv) realizarem a identificacdo e categorizacdo de
situacOes acerca do conceito; e v) utilizar o conceito para resolverem problemas.

Para que isso ocorra efetivamente, Proenca (2021, p. 09) afirma que “o professor deve
propor atividades que levem os alunos a compreenderem propriedades e/ou caracteristicas do
conceito, possibilitando que consigam diferencia-lo de outros conceitos matematicos”. Para
IS0, 0 autor enumera alguns pontos que devem ser observados nas atividades a serem propostas

em sala de aula e que devem levar os estudantes:

a) explorarem exemplos e ndo exemplos do conceito para explorar suas
caracteristicas; b) apresentarem uma definicéo para o conceito (construto mental), o
que evidenciara as caracteristicas do conceito que eles mencionam; c) apresentarem
outros tipos ou variages do conceito, ou seja, apresentar exemplos do conceito; d)
apresentarem ndo exemplos do conceito, 0 que permite ampliar a compreensao
conceitual, pois, por exemplo, para saber 0 que é uma equacdo de segundo grau,
também é importante saber o que néo é (PROENCA, 2021, p. 09).

Dentro desse contexto de formacdo conceitual, Gagné (1973) reforca que a

aprendizagem conceitual é dependente de cada individuo de modo que

[...] quanto mais solidas forem as bases em que uma capacidade tiver sido aprendida,
maior probabilidade teré de ser transferida a situacfes novas e diferentes. De acordo
com isso, a utilidade de qualquer capacidade aprendida crescerd, se ela for utilizada

em muitas situacdes, tantas quanto possivel (GAGNE, 1973, p. 211).
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Nesse sentido, Proenca (2021, p. 04) defende a importancia da compreensao de que 0s
conceitos sobremaneira sejam bem formados no movimento do construto mental a entidade
publica. Para o autor, “se isso ocorrer, serd oportuno levar os alunos a ampliarem suas
compreensdes dos conceitos matematicos quando da abordagem de novas situacGes e sob 0
olhar da perspectiva da resolucédo de problemas” (PROENCA, 2021, p. 04).

Terminada a etapa de formacéo do conceito, chegamos a etapa de defini¢cdo do contetdo, a

qual explanaremos na subsecéo a seguir.

2.4.3 Definigdo do conteudo

Este momento diz respeito a etapa de definicdo dos conceitos matematicos e dos
processos algoritmicos para resolver o problema. Para Proenca (2021, p. 09), “Isso implica em
abordar tanto a definicdo do conceito matematico (entidade publica) quanto os procedimentos
algoritmicos de resolu¢do”. O autor ilustra a definicdo do conceito por meio do conteido
equacdo de 2.° grau: apresentar a definicdo matematica do que seria uma equacao desse tipo,
apontando suas caracteristicas e diferentes representacdes. Para tal, o autor destaca que outro

ponto importante é:

Nesta etapa, &€ importante o professor estabelecer a relacdo entre a linguagem
matematica envolvida e a linguagem que foi utilizada pelos alunos quando das
atividades de formacéo conceitual (etapa 2) no sentido de debater coletivamente sobre
seus entendimentos da estrutura matematica e realizar a sintese entre as representagdes
(exemplos e ndo exemplos) que foram utilizadas (PROENCA, 2021, p. 09)

Deste modo, os estudantes constroem a compreensdo da linguagem simbolico-formal.
Para que isto aconteca, se faz necessario que os discentes aprendam diferentes perspectivas
algoritmicas de resolucdo de maneira que o entendimento do conteido abordado seja ampliado
(PROENCA, 2021).

E nessa etapa que os alunos terdo contato com o0s procedimentos matematicos
necessarios para a compreensdo e entendimento da definicdo do conteddo. Nesse sentido, o
aluno tera contato com definicbes formais, formulas e calculos matematicos sendo
indispensavel abordar os conteudos procedimentais. Para Zabala (1998, p. 43), o conteudo
procedimental abarca “as regras, as técnicas, os métodos, as destrezas ou habilidades, as

estratégias, os procedimentos — é um conjunto de agdes ordenadas e com um fim, quer dizer,
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dirigidas para a realizacdo de um objetivo”. O autor aponta que os contetidos procedimentais
compreendem atitudes como desenhar, ler, classificar, calcular e traduzir fatos.

Coll e Valls (1998, p. 77) corroboram com essas ideias ao afirmarem que os conteddos
procedimentais sao “[...] acGes ou decisbes que compdem a elaboracdo ou a participacgéo [...]”
gue nos orientam para concretizacdo de uma meta estabelecida. Sobremaneira, os autores

salientam que:

Os contetdos procedimentais designam conjuntos de acgGes, de formas de agir e de
chegar a resolver tarefas. Trata-se de conhecimentos referentes ao saber fazer coisas
(com as coisas ou sobre as coisas, as pessoas, a informagao, as ideias, 0s nimeros, a
natureza, os simbolos, os objetos, etc.). [...] fazem referéncias as agdes para solucionar
problemas, para chegar a objetivos ou metas, para satisfazer propositos e para obter
novas aprendizagens (COLL; VALLS, 1998, p. 92).

Dessa forma, com os autores supracitados, vemos a importancia da atencéo do docente
na abordagem de ensino de modo que seus alunos alcancem com sucesso a aprendizagem dos
contetdos procedimentais que sdo necessarios seja para um contetdo aritmético ou algébrico.
A préxima subsecdo tratard da etapa de aplicagdo em novos problemas, Gltima etapa da
organizacéo de ensino proposta por Proenca (2021).

2.4.4 Aplicagdo em novos problemas

Segundo Proenca (2021), nesta etapa o professor deve elaborar suas aulas embasadas
no uso de diferentes e novas situacdes que envolvam novos problemas ou possiveis problemas,
objetivando transferir a aprendizagem dos estudantes do conceito matematico e dos
procedimentos algoritmicos aprendidos. Tal etapa, abarca o ensino para RP, entretanto com um
trabalho decorrente da formacdo conceitual. Para o autor, as situacGes a serem trabalhadas
deverdo ser contextualizadas e oriundas do dia a dia social, politico, econdmico e de diferentes
areas das ciéncias. Além disso, devem compor-se de informagdes completas, incompletas e
supérfluas em seus enunciados. Ao longo das aulas, pode ocorrer que os estudantes se vejam
em dificuldades na busca da resolugéo das novas situagdes, reconhecendo-as como problemas.
Isso podera acontecer em razdo da necessidade de mobilizarem conhecimentos matematicos
(semanticos), mas ainda dos conhecimentos linguisticos e dos conhecimentos derivados de suas
perspectivas de mundo. Todo este contexto exige uma reorganizagao cognitiva dos discentes

referente tanto do conceito atual que estd sendo aprendido, quanto de conceitos ja estudados.
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Este panorama, é ocasionado pelo fato de cada nova situacdo trazer consigo palavras e/ou
termos que demandam uma complexidade para que sejam traduzidas para uma linguagem

matematica. Para que haja éxito nesta etapa:

[...] o professor deve observar e sanar: a) as dificuldades dos alunos no processo de
resolucdo de problemas (representagdo, planejamento, execucao, monitoramento); b)
suas dificuldades na relacdo entre os contextos das situacdes e a identificacdo e
representacdo do conceito matematico, quando realizam a compreensao do problema
(representacdo do problema). Trata-se, assim, de levar os alunos a realizar a
ressignificacdo do conceito matematico em meio as situacfes contextualizadas que
sdo trazidas para o ensino em sala de aula (PROENCA, 2021, p. 10-11).

Em sintese, em sua proposta de organizacéo de ensino com resolucao de problemas para
aprendizagem de conceitos matematicos, Proenca (2021) evidencia que: a primeira etapa do
problema como ponto partida visa valorizar os conhecimentos que o aluno ja tem vinculando-
0S com 0 novo conceito, oferecendo possibilidades para que desenvolva a abstracdo; a segunda
etapa de formacéo de conceito, busca que o individuo seja capaz de identificar caracteristicas e
modos de representar do conceito, dando exemplos e ndo exemplos; chegando a terceira etapa
de discussdo coletiva de definicdo do conteudo para que o estudante aprenda a linguagem
simbdlico-formal do contetdo; por fim, a uUltima etapa proposta de aplicacdo em novos
problemas, tem como prerrogativa a significacdo da aprendizagem, haja vista que as novas
situacOes trazem a necessidade que os conceitos estejam bem formados fazendo que sejam

ampliados e ressignificados em diferentes contextos.

2.5 Ensino de sistemas lineares por meio da resolucdo de problemas: um panorama de

teses e dissertacoes

Objetivando verificar a produgdo académica sobre o tema de ensino de SL por meio da
RP, fizemos uma busca na literatura que pudesse servir de auxilio na melhoria das acdes da
metodologia de pesquisa proposta para nosso trabalho. Para tanto, consultamos os bancos de
dados das seguintes plataformas:

¢ BDTD* — Biblioteca Digital de Teses e Dissertagdes mantida pelo IBICT - Instituto

Brasileiro de Informac&o em Ciéncia e Tecnologia.

4 Disponivel em: https://bdtd.ibict.br/vufind/. Acesso em: 21 dez. 2021.
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e CTD°® - Catalogo de Teses e Dissertacoes da Capes®.

As buscas abarcando essas duas plataformas sdo importantes a medida que nos trazem
luz em relacdo a teses e dissertacOes ja publicadas desenvolvidas no ambito nacional. Desse
modo, acreditamos que as pesquisas que envolverem o tema de ensino na abordagem da RP
com o conteudo de SL poderdo servir de referéncias também para a analise e discussdo dos
dados de nossa metodologia afim de cercear diferencas, relacdes e aproximacdes com o que
encontrarmos na fase de coleta de dados. O Quadro 2 abaixo, nos mostra as 4 buscas realizadas
nas bases de dados BDTD e na CTD, com as palavras-chaves, as especificacdes de busca e 0s
resultados obtidos:

Quadro 2 — Quadro sintese dos resultados obtidos na BDTD e na CTD.

Base | Busca n® Conjunto de Palavras- Especificacbes Resultados
Chave
1 “Resolug¢io de Problemas” e | Pesquisa em portugués. Palavras-chave 19
“Sistemas” no titulo. Sem limite temporal.
BDTD 2 “Resolug¢io de Problemas” e | Pesquisa em portugués. Palavras-chave 14
“Sistemas” no assunto. Sem limite temporal.
3 “Resolug¢io de Problemas” e | Pesquisa em portugués. Palavras-chave 928
“Sistemas” no titulo, resumo e palavras-chave. Sem

limite temporal. Refinamentos: Tipo —
Mestrado e Doutorado; Area do

CTD conhecimento - Educacéo.
4 “Resolugdo de Problemas” e | Pesquisa em portugués. Palavras-chave 546
“Sistemas Lineares” no titulo, resumo e palavras-chave. Sem

limite temporal. Refinamentos: Tipo —
Mestrado e Doutorado; Area do
conhecimento - Educacéo.

Fonte: Elaborado pelo autor

De posse dos resultados obtidos, utilizamos para selecdo das teses e dissertacfes, 0
critério que deveria constar no titulo da pesquisa a referéncia a um trabalho que dizia respeito
ao ensino de SL por meio da RP. Em caso de duvidas, eram realizadas a leitura do resumo de
tal trabalho e, quando necessario, suas partes principais como objetivos, metodologia e
conclusdes. Consideramos ainda, os trabalhos tanto com foco de analise focada em professores
guanto em alunos e ainda aqueles que contemplavam abordagens nos anos finais do EF, no EM
€ No ensino superior.

Nesse panorama, na base de dados da plataforma BDTD fizemos duas buscas no dia 21

de dezembro de 2021. A busca 1 englobou os termos “resolu¢do de problemas” e “sistemas”

5 Disponivel em: https://catalogodeteses.capes.gov.br/catalogo-teses/. Acesso em: 21 dez. 2021.
® Coordenacéo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior
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relativas a trabalhos que tivessem esses termos em seus titulos e sem limite temporal. Dentro
desse contexto, foram encontrados 19 trabalhos, nos quais seguindo nossos critérios de selecdo,
chegamos a cinco dissertagcdes: Andrade, F. J. (2013), Goulart (2014), Boccardo (2017),
Martins (2019) e Silva, J. A. (2019). Ja a busca 2 abarcou as palavras “resolugio de problemas”
e “sistemas” pertencentes a trabalhos que tinham esses termos relativos a assuntos e sem limite
temporal. Dessa maneira, o site nos retornou 14 trabalhos e seguindo nossos critérios de sele¢do
e excluindo-se os trabalhos ja encontrados na busca 1, chegamos a mais uma dissertacao
envolvendo o ensino de SL por meio da RP, a saber, Antoniassi (2013).

Realizando nossas buscas na base de dados do CTD da Capes, na busca 3, em pesquisa
realizada no dia 04 de Janeiro de 2022, ao digitarmos na barra de busca entre as aspas 0s termos
“resolugdo de problemas” e “sistemas”, a plataforma nos retornou 217.949 trabalhos.
Procurando um refinamento destes dados, usamos os filtros para: Tipo - mestrado e doutorado
(independentes se académicos ou profissionais) e Area do Conhecimento — educac&o chegando
assim a um apontamento de 928 trabalhos. Porém, ao analisarmos individualmente via titulo os
928 trabalhos da busca 3, ndo obtivemos éxito em encontrar algum trabalho que estivesse de
acordo aos nossos critérios de selecdo, a ndo ser os trabalhos ja encontrados nas buscas 1 e 2.
Diante disso, realizamos a busca 4 com os termos “resolucdo de problemas” e “sistemas
lineares” utilizando os mesmos refinamentos nos filtros da busca 3. Dessa forma, chegamos a
dissertacdo de Miranda (2014) que correspondia aos n0ssos critérios.

Tendo em maos todas as dissertacfes selecionadas com o viés de ensino de SL por meio
da RP, fizemos a leitura do resumo, objetivos, metodologia e conclus6es destes trabalhos, os
quais foram divididos em: i) dissertacfes que apresentavam propostas de ensino; e ii)
dissertagdes com abordagens de ensino feitas em sala de aula. Sobre essas divisdes e as

descricdes dos trabalhos encontrados, é o que discorrera as proximas subsecdes.

2.5.1 DissertacGes com propostas de ensino de sistemas lineares por meio da resolucdo de

problemas

Nessa subsecdo apresentamos aquelas dissertagdes que encontramos na base de dados
das plataformas da BDTD e CTD da Capes e que dizem respeito a propostas de ensino de SL
por meio da RP. O Quadro 3 mostra o titulo, o autor, a abordagem de ensino (sobre, para ou
via/através da RP), a natureza, a instituicdo e o ano das dissertagdes que apresentaram essa

caracteristica;
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Quadro 3 - Descricao das dissertagdes que oferecem propostas de ensino de SL por meio da
RP.
Titulo da Abordagem Autor (a) Natureza Instituicdo Ano

dissertacdo

Ensino de sistemas de | Via/Através da RP | ANDRADE, F. Mestrado UEL 2013
equagcdes lineares por 3 Profissional
meio

da resolucéo de probl
emas

Sistemas lineares: Sobre RP BOCCARDO, Mestrado UNESP 2017
aplicacOes e propostas Para RP M. E Profissional
de aula usando a T
metodologia

de resolucéo de probl
emase 0 software
GeoGebra

Fonte: Elaborado pelo autor

Pelo Quadro 3, vemos primeiramente o trabalho proposto por Andrade, F. J. (2013). O
autor destaca em seus referenciais tedricos, a proposta de ensino via/através da RP apresentada
por Onuchic (1999). Todavia, observamos que seu estudo é focado em apresentar um conjunto
de problemas resolvidos e comentados. Para Andrade, F. J. (2013), estes problemas podem ser
usados na introducdo ou decorrer das aulas para o ensino de SL através da RP. Mediante os
problemas propostos, 0s estudantes podem tracar um plano de resolugcdo como por tentativa e
erro, desenhos, tabelas etc. Durante as acOGes de abordagem das atividades, o docente pode
articular o ensino de algoritmos de resolucéo de SL como a Regra de Cramer, Método de Gauss-
Jordan e da Eliminacdo Gaussiana. Andrade, F. J. (2013, p. 111) reforca que sua proposta de
atividades teve “o intuito de proporcionar ao leitor uma reflexdo sobre a metodologia do Ensino
de Matematica [...] dando condicBes aos professores de repensarem suas préaticas, colocando
seus alunos em contato com situagfes cotidianas que possam instigd-los”. Entretanto,
constatamos que em sua dissertacdo o autor apresenta essa proposta, mas néo realiza a aplicagédo
com alunos em sala de aula.

O estudo de Boccardo (2017) apresenta o conteudo de SL trazendo algumas de suas
aplicagdes, métodos de resolucgdo, a interpretacdo geométrica da solucéo de SL com duas e trés
incdgnitas e como esse contetdo deve ser abordado segundo documentos oficiais. Além disso,
0 autor descreve duas propostas de abordagem de ensino de SL para alunos do EF e EM: a
primeira abarcando a abordagem de ensino sobre RP, na qual Boccardo (2017) apresenta duas

situacOes problema e comenta como podem ser resolvidas usando as etapas de resoluc¢do de um


https://bdtd.ibict.br/vufind/Record/UNSP_709afb8ab9bc77ea520e28ff04d2b518
https://bdtd.ibict.br/vufind/Record/UNSP_709afb8ab9bc77ea520e28ff04d2b518
https://bdtd.ibict.br/vufind/Record/UNSP_709afb8ab9bc77ea520e28ff04d2b518
https://bdtd.ibict.br/vufind/Record/UNSP_709afb8ab9bc77ea520e28ff04d2b518
https://bdtd.ibict.br/vufind/Record/UNSP_709afb8ab9bc77ea520e28ff04d2b518
https://bdtd.ibict.br/vufind/Record/UNSP_709afb8ab9bc77ea520e28ff04d2b518
https://bdtd.ibict.br/vufind/Record/UNSP_709afb8ab9bc77ea520e28ff04d2b518
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problema propostas por Polya (1994); e, a segunda, envolvendo a abordagem para RP, na qual
qual faz uso da interpretacdo geométrica do conjunto solugdo de SL por meio do software
GeoGebra. Mesmo nédo aplicando seu trabalho com alunos, Boccardo (2017, p. 80) destaca
esperar “que as propostas de aula sirvam para motivar (e auxiliar) os professores do Ensino
Basico a utilizarem a metodologia da Resolucdo de Problemas e recursos de Informatica em

suas aulas”.

2.5.2 Dissertacdes com abordagens de ensino de sistemas lineares por meio da resolucdo de
problemas realizadas em sala de aula

Essa subsecdo discorre sobre as dissertagdes encontradas nas bases de dados da BDTD
e do CTD da Capes na qual o ensino de SL por meio da RP é feito por abordagens préaticas em
sala de aula. No Quadro 4 a seguir, podemos observar o titulo, o autor, a abordagem de ensino
(sobre, para ou via/atraves da RP), a natureza, a instituicdo e o ano das dissertagdes que

apresentaram a caracteristica de terem sido pesquisadas em sala de aula:

Quadro 4 - Descricao das dissertagdes que descrevem abordagens feitas em sala de aula.

Titulo da dissertacgéo Abordagem Autor (a) Natureza Instituicdo | Ano
O ensino de sistemas de Para RP ANTONIASSI, K. R. Mestrado UFSCar 2013
equagdes do primeiro grau Profissional

com duas incognitas no
oitavo ano do EF através de
situagdes-problema

AplicacBes e resolucdo de Para RP MIRANDA, L. B. Mestrado UFPI 2014
problemas como Profissional
metodologia para 0 ensino
de sistemas lineares

A aprendizagem | Via/Atravésda | GOULART, A. M. A. Mestrado PUC-SP 2014
significativa de sistemas de RP Académico
equagdes do 1° grau por
meio  daresolucdo de

problemas

Ensino-aprendizagem  de | Via/Através da MARTINS, F. C. Mestrado UEPB 2019
sistemas lineares na RP Académico

formacdo do professor de

Matematica via

exploragdo, resolucgdo e
proposicéo de problemas

Resolucdo de problemas e | Via/Através da SILVA, J. A. Mestrado UEPB 2019
representacdes maltiplas no RP Académico
ensino de sistemas de

equagdes polinomiais do 1°
grau com duas incégnitas

Fonte: Elaborado pelo autor
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Pelo Quadro 4, observamos na pesquisa de Antoniassi (2013) uma abordagem de ensino
para RP, na qual o autor buscou validar o ensino de sistemas de equacgdes do 1° grau com seus
alunos do 8° ano do EF por meio de situacdes-problema. A metodologia adotada por Antoniassi
(2013) foi a da engenharia didatica proposta por Carneiro (2005). Ao lermos a metodologia
abordada na pesquisa, verificamos que o autor usa o ensino para RP. Para tanto, o docente
explicou o contedo usando problemas e explanando a resolucéo destes aos estudantes por meio
do método da adicéo, da substituicdo e da resolucéo gréafica. Para este Ultimo, adotou o0 material
pedagdgico Prancha de Graficos e o software GeoGebra. Como resultados, Antoniassi (2013,
p. 50) infere que “através de atividades trabalhadas com os alunos, respeitando uma sequéncia
didatica, como a metodologia da RP pode auxiliar na construgdo de uma proposta didatico-
pedagdgica para o ensino e a aprendizagem da Matematica” sobretudo quando abordada de
maneira paciente e com sensibilidade com os alunos do EF.

Do trabalho de Miranda (2014) podemos observar que o autor dé destaque a situacoes
problemas que relacionam o conteido de SL ao cotidiano, enfatizando suas aplica¢cbes numa
abordagem de ensino para RP. Sdo apresentadas quatro situacdes problemas, as quais o autor
comenta suas etapas de resolucdo embasadas no modelo de Polya (1994) e abarcando sistemas
de equacg0es lineares com trés incdgnitas. Miranda (2014) também apresenta um conjunto de
atividades desenvolvidas por seus 77 alunos em 3 turmas de 7° ano do EF. Como resultado, o
autor destaca que os alunos melhoraram o processo de aprendizagem de SL o que corroborou
com o aumento da média das turmas conforme avaliaces escritas eram aplicadas no decorrer
do bimestre letivo.

A pesquisa de Goulart (2014), buscou investigar o ensino e a aprendizagem de sistemas
de equac0es de 1° grau com alunos do 8° ano do EF. Para tanto, fez o uso do ensino através da
RP proposto por Walle (2009) e Onuchic e Allevato (2011) aliado aos principios da
aprendizagem significativa de Ausubel (1968). A autora trabalhou com 4 turmas de 8° ano,
analisou o protocolo (folhas de atividades devolvidas) de 16 estudantes durante 12 sessdes
(aulas de 50 minutos). As aulas apresentaram uma sequéncia didatica que trabalhava com o
problema como ponto de partida para o contedo matematico a ser estudado, apontando assim
para uma abordagem de ensino via/através da RP do conteudo de sistemas de equaces com
duas incognitas. Goulart (2014, p. 73) aponta que buscou analisar “se os alunos utilizaram seus
conhecimentos prévios durante a resolucao das atividades e se a aprendizagem foi significativa

apos a finaliza¢do da sequéncia”. Ao final das analises, verificou-se que a metodologia aplicada,
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juntamente com os principios de aprendizagem significativa foram eficazes na construcédo do
conhecimento do contetido de sistemas de equacdes do 1° grau. Isso ficou evidenciado, quando
0s estudantes se depararam posteriormente com atividades envolvendo situagOes que para
serem resolvidas requeriam a utilizacdo de sistemas de equacées (GOULART, 2014).

Ja Martins (2019), numa abordagem de ensino via/através da RP, em sua dissertacéo de
mestrado, buscou desenvolver uma oficina com 10 sessdes de 2 horas com estudantes do 5°
periodo do curso de licenciatura em Matematica de uma universidade. Nessa oficina, a autora
trabalhou atividades envolvendo SL propostas por Friedlander e Tabach (2001) e que foram
abordadas por meio da metodologia de ensino e aprendizagem da Matematica atraves da
Exploragéo, Resolugéo e Proposigéo de Problemas (ANDRADE, S. 1998; 2017). Para Andrade,
S. (2017) tal metodologia tem uma perspectiva de ensino exploratério e investigativo, num
entrelacamento entre a resolucao, proposicdo e exploracdo. Tal fato concede ao aluno a chance
de explorar, elaborar varias reformulacbes (para que possa tirar o proveito maximo
proporcionado pelo problema) e investigar o problema inicial para que possa desenvolver
estratégias para resoulucdo em busca do caminho da solucdo almejada. Desse modo, Martins
(2019) aponta que na aplicacdo de sua pesquisa, foi evidente a evolucdo dos alunos,
principalmente na transicdo de representacdes, tendo em vista que os discentes comecaram a
fazer uso da linguagem matematica para resolver os problemas, preterindo a utilizacdo da
tentativa e erro como faziam no comeco da oficina. Segundo a autora, seu estudo revelou que
a metodologia de ensino e aprendizagem da Matematica através da Exploracdo, Resolugédo e
Proposicdo de Problemas contribuiu para que os estudantes construissem uma nova postura
quando confrontados com o ensino de SL.

Silva, J. A. (2019) numa abordagem de ensino via/através da RP, estudou as
potencialidades da RP juntamente com o uso das representacdes multiplas no ensino de sistemas
de equacgbes do 1° grau com duas incognitas com alunos do 8° ano do EF. Seus referenciais
teoricos foram Andrade, C. P. e Onuchic (2017) para a metodologia através da RP e Goldin e
Shteingold (2001) e Friedlander e Tabach (2001) para as representacdes multiplas. Por meio de
um diario de campo e registros dos alunos, o autor verificou que nas acdes de plenarias,
consensos e formalizagcdo do contedo, o ensino via/atraves da RP contribuiu muito para a
aprendizagem dos estudantes. Também foi observada a necessidade de ouvir os discentes no
momento de exposicdo oral de suas representacdes verbais do que entenderam, buscando assim
a melhoria da compreenséo dos registros escritos na forma numeérica, algébrica e grafica. Isso

permite a percepcao se foram realmente assimiladas as ideias no processo de ensino. Entretanto,
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Silva, J. A. (2019) destaca a necessidade ainda de se trabalhar mais e melhor o ensino e a
aprendizagem dos métodos de resolucgdo da adicdo, substituicdo e de representacdo grafica dos
sistemas de equacao do 1° grau com duas incognitas.

2.5.3 Considerag0Oes acerca das dissertacdes encontradas

Ao final do nosso levantamento das teses e dissertacdes nas bases de dados da BDTD e
no CTD da Capes, os quais envolviam o ensino de SL por meio da RP, podemos verificar que
foram encontrados apenas trabalhos de dissertagdes, sendo ausentes as pesquisas de teses de
doutorado. Entre as dissertacdes elencadas, quatro eram de mestrados profissionais — Andrade,
F. J. (2013), Boccardo (2017), Antoniassi (2013) e Miranda (2014) - e trés de mestrados
académicos — Goulart (2014), Martins (2019) e Silva, J. A. (2019).

Dando um olhar aos niveis de ensino em que ocorreram as investigacdes das
dissertagdes, verificamos que para o EF, foram encontradas quatro pesquisas: Miranda (2014)
com abordagem feita com alunos do 7° ano; e, Antoniassi (2013), Goulart (2014) e Silva, J. A.
(2019) com abordagens exploradas com estudantes do 8° ano. J& no EM, temos uma proposta
de ensino via/através da RP trazida por Andrade, F. J. (2013) e outra proposta de ensino com
abordagem sobre e para RP apontada por Boccardo (2017). Entretanto, essas duas dissertacdes
ficam apenas no ambito da proposta tedrica e metodologica e ndo sdo verificadas suas eficacias
em sala de aula. Por fim, no ensino superior, temos a dissertacdo de Martins (2019) que trabalha
a formagcdo inicial do ensino por meio da RP com estudantes de licenciatura em matematica.

Na dissertacdo de Goulart (2014) vemos o esfor¢co de uma sequéncia didatica que
contribuiu sobremaneira para o ensino de SL com duas equac6es e duas incognitas com alunos
do 8° ano do EF. Em contrapartida, também com alunos desse ano escolar, podemos observar
o trabalho de Silva, J. A. (2019) apontar para a necessidade de um trabalho que permita a
melhoria de ensino e aprendizagem dos métodos resolutivos de um SL. Acreditamos, que uma
sequéncia didatica como fez Goulart (2014) pode contribuir para melhorar esse quadro
dificultoso. E dessa forma que Martins (2019) até explora uma sequéncia didatica por meio da
exploracdo, resolucdo e proposicdo de problemas que € feita apenas com estudantes de
licenciatura em matematica. Sobre esse estudo, embora englobe SL com duas ou trés equagdes
e duas ou trés incognitas ndo existe a investigacao da eficacia dessa abordagem nem com alunos

do EF nem com alunos do EM.
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Outra coisa que nos chama a atencdo, nas dissertacdes com aplicacdo em sala de aula é
que poucas fizeram o apontamento de dificuldades dos alunos encontradas no trabalho do
contetido de SL por meio da RP. Nesse sentido, apenas Martins (2019) aponta que seus alunos
pesquisados tiveram dificuldades na transicdo da linguagem natural para linguagem algébrica
ao se depararem com os problemas propostos. Dessa maneira, vemos uma lacuna em trabalhos
de dissertacOes que busquem trazer apontamentos de dificuldades encontradas por estudantes
no ensino de SL por meio da RP e, nesse sentido, vemos a importancia da necessidades de teses
que caminhem em estudos nesse sentido.

Nesse contexto de entraves postos até aqui, verificamos que ndo existem teses que
envolvam o ensino de SL por meio RP tanto no EF, no EM e no ensino superior. Em se tratando
de EM, as dificuldades podem ser potencializadas se considerarmos o ensino de SL com trés
equacOes e trés incognitas e os métodos resolutivos como o teorema de Cramer e o
escalonamento. Quando olhamos as dificuldades de ensino de algebra e sobretudo de SL
elencadas nos nossos referenciais tedricos vemos a necessidade de um trabalho voltado a SL
para 0 EM. Tal trabalho em nossa concepcao, deve ser na forma de uma organizacéo de ensino
que permita o trabalho conceitual para o ensino de SL com alunos do EM por meio da RP. E
nesse panorama que pretendemos trabalhar para responder a questdo de pesquisa de nossa tese.
Como foi feito o encaminhamento metodolégico para chegar a essa resposta é o que

descreveremos na se¢ao a seguir.
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3. METODOLOGIA

Nesta secdo, vamos discorrer sobre a forma como nossa pesquisa foi desenvolvida. Para
isso, apresentamos primeiramente a natureza e a modalidade concernentes aos aspectos
relacionados com a metodologia de pesquisa qualitativa. Assim, apontamos 0s momentos de
nossa investigagdo que correspondem a natureza e modalidade citadas e, em seguida, trazemos
as justificativas para tal escolha. Em seguida, apresentamos: a descricdo das fases e do
desenvolvimento da pesquisa; 0 campo de pesquisa e 0S Seus participantes; a proposta de
organizacdo de ensino por meio da RP; os instrumentos e técnicas de coletas de dados; os

procedimentos de coletas de dados; e, por fim, os procedimentos de analise dos dados.

3.1 Natureza e modalidade da pesquisa

Esse trabalho é uma pesquisa de abordagem qualitativa. Para Souza e Kerbauy (2017),
a pesquisa qualitativa busca apresentar, tratar e compreender os contextos sociais. Bogdan e
Biklen (1994) sustentam que a pesquisa qualitativa € uma fonte de dados oriunda diretamente
de um ambiente natural, na qual o investigador é o instrumento principal. Para esses autores, 0
processo nessa abordagem de pesquisa é tdo importante quanto o resultado almejado. Além
disso, a analise de dados é feita de modo indutivo e o seu significado é essencialmente
importante.

Yin (2016) complementa esse conjunto de ideias apontando algumas particularidades
da pesquisa qualitativa: a) ela aborda condi¢fes de vida real, estudando o significado da
vivéncia das pessoas; b) permite entender a representacdo de perspectivas e opinides dos
individuos estudados; c) permeia o contexto em que as pessoas estdo inseridas; d) revela
conceitos que existem ou que sdo emergentes, 0s quais poderdo auxiliar na explicagdo do
comportamento social do homem; e) usa diferentes e variadas fontes de evidéncias preterindo
0 uso de uma Unica fonte. Para este autor, a pesquisa qualitativa por poder ser simultaneamente
uma abordagem pragmatica e adaptativa, vem tendo cada vez mais adeptos no mundo cientifico.

Uma das caracteristicas relevantes de nossa pesquisa € que o autor desta tese é 0
professor que ministrou as aulas da proposta de ensino de SL aos seus proprios alunos. Como
se trata de uma investigacao propria do professor que atua na escola, adotamos a modalidade
de nosso estudo como uma Pesquisa Pedagogica. Segundo Lankshear e Knobel (2008), a

Pesquisa Pedagdgica se conduz embasada na pratica profissional do proprio docente, em que
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0s objetivos de pesquisa sd@o oriundos de problemas percebidos ou ja existentes e de
questionamentos ou preocupacdes do proprio professor.

Lankshear e Knobel (2008) apontam dois objetivos e propositos inerentes a pesquisa
pedagdgica. O primeiro é permitir que os professores melhorem sua percepcéo do seu papel e
de sua identidade profissional. J& o segundo, é a melhoria da qualidade do ensino e
aprendizagem em sala de aula causado pelo envolvimento com a pesquisa pedagogica.
Contemporizando esses objetivos e propositos, os autores destacam que:

A pesquisa de professores é vista como um importante recurso, por meio do qual os
professores podem desenvolver sua competéncia para fazer o auténtico tipo de
julgamento autdnomo e decisdes adequadas a seu status como profissionais. [...] ela
pode contribuir de forma demonstravel, para melhorar o ensino ou a formacéo de
alunos. [...] E por meio de sua propria pesquisa que os professores podem ficar atentos
ao seu método de ensino, e detectar o que faz com que os alunos tenham um menor
rendimento, aprendendo menos do que poderiam. Com essa consciéncia, podem
realizar mudangas criteriosas, coloca-las em pratica e melhorar os resultados do
ensino (LANKSHEAR; KNOBEL, p. 14, 2008).

Segundo Lankshear e Knobel (2008), os pesquisadores pedagdgicos podem ser
identificados como profissionais de sala de aula, englobando desde a pré-escola até o ensino
superior. Estes profissionais podem estar envolvidos individualmente ou em grupos em
investigacOes que visam ao aprimoramento da vocagdo de educador profissional. Isso tem
envolvimento desde aspectos pessoais como a obtencéo de uma satisfacdo pessoal, de valores,
propdsitos, direcdo e realizacdo. Mas também aspectos profissionais como a melhoria da
eficiéncia da propria pratica de ensino.

Silva, J. A. (2019) ao refletir sobre as ideias dos autores acima, sustenta que a pesquisa
pedagogica pode ser realizada no ambiente de sala ou em outro lugar, desde que permita ao
pesquisador obter, analisar e interpretar as informacGes oriundas a orientacdo do professor-
pesquisador. Segundo o autor, essa abordagem oportuniza o docente a reflexdo de sua prética,
possibilitando assim o seu crescimento enquanto profissional. Neste sentido, Lankshear e
Knobel (2008) salientam que a pesquisa pedagogica além de envolver a observacdo do

professor em sua sala de aula ou de outros colegas, também pode envolver:

[...] a reflexdo sisteméatica documentada e sobre as suas proprias experiéncias ou o
engajamento com textos e questdes tedricas ou conceituais; pode usar pessoas, textos
de manuais, materiais da internet, conjuntos de dados secundarios, e outros tantos,
como fontes de informagédo; finalmente, pode ser fundamentada em dados do presente
ou do passado e até mesmo em dados relacionados ao futuro. Seu escopo e variedade
sdo enormes. (LANKSHEAR; KNOBEL, p. 18-19).
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Para Lankshear e Knobel (2008), um ‘pesquisador sério’ ndo esta interessado apenas em
algo que esteja funcionando, mas busca entender como e por que funciona. Além disso, caso
necessario, ele passara por uma adaptacao para que funcione em outras circunstancias ou para

aplicacdo em outros casos.

3.2 Fases da pesquisa

Nossa pesquisa foi dividida em quatro fases, a saber: i) revisdo de literatura; ii)
elaboracdo da metodologia de pesquisa; iii) levantamento dos dados; iv) descricdo e analise dos
dados. E importante ressaltarmos que tais fases aconteceram em momentos diferentes, porém
ndo necessariamente de forma cronoldgica. Nos préximos paragrafos, dissertaremos sobre essas
fases e as acOes que iremos desenvolver em cada uma delas.

Em relacéo a primeira fase, essa foi um momento dedicado a revis@o de literatura dos
pressupostos tedricos para que fosse possivel situarmos a nossa questdo de pesquisa e N0SS0S
objetivos. Concomitantemente, realizamos um levantamento de teses e dissertaces produzidas
com 0 mesmo Viés de nossa investigacdo, ou seja, sobre o ensino de SL por meio da RP.

A segunda fase de elaboragdo da metodologia de pesquisa, ja de posse dos estudos da
primeira fase, elaboramos nossa metodologia de modo a responder nossa questdo e objetivos
de pesquisa. Primeiramente situamos a natureza e modalidade de nossa pesquisa, apontando
como se dariam o seu desenvolvimento, 0 campo e 0s sujeitos a serem pesquisados. Em seguida,
racionalizamos quais seriam as etapas e acOes de nossa organizagao de ensino, bem como, 0s
seus instrumentos e técnicas de coletas de dados e os procedimentos para analise desses dados.

Ja a terceira fase de levantamento dos dados foi realizada pelo autor-professor-
pesquisador por meio de 26 aulas de 50 minutos com 34 alunos do 2° ano do EM de uma escola
publica. Nestas aulas foram feitas abordagens de nossa organizacdo de ensino para
aprendizagem de SL por meio da RP sendo feita a coleta de dados durante as a¢des de ensino.

Por fim, teremos a quarta fase de descricdo e andlise dos dados que ocorreu
concomitantemente a terceira fase pois a medida que os dados foram coletados ja foram feitas
a descricdo e analise desses dados. As inferéncias e intepretacao de resultados foram realizadas
por meio de eixos de andlise tendo por norte 0s objetivos especificos propostos por nossa

pesquisa. A subsecao a seguir descrevera 0 campo e 0s participantes de nosso estudo.
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3.3 Conhecendo o0 campo e os participantes da pesquisa

Essa pesquisa foi desenvolvida em uma escola da rede publica de ensino na cidade de
Campo Mourdo no Estado do Parana. Tal escola foi fundada em 1952 pelo entdo governador
Munhoz da Rocha Neto, sendo o primeiro grupo escolar da cidade funcionando inicialmente
em uma casa de madeira cedida pela prefeitura municipal. Ao longo de sua histéria, o colégio
ja ofertou o EF, EM e cursos técnicos profissionalizantes. Desde o ano de 2021, a escola
encontra-se no modelo civico-militar adotada pelo governo estadual em alguns colégios
mediante consulta publica.

Segundo o site do Governo do Estado do Parana,” os colégios civico-militares foram
criados como uma modalidade de ensino da rede publica com foco na formacéo integral do
aluno, visando uma exceléncia da educacdo e o desenvolvimento de habitos saudaveis e de
atitudes da vida social. Essa é uma proposta de uma parceria entre a Secretaria Estadual de
Educacdo e Esporte e a Secretaria Estadual de Seguranca Publica. O site complementa
afirmando que “toda a parte pedagoOgica das instituicdes segue com os profissionais da
Educacao e militares do Corpo de Militares Estaduais Inativos Voluntarios (CMEIV) gue atuam
na coordenacdo das atividades civico-militares”.

Com o advento desse modelo de ensino, a escola pesquisada passou a ofertar apenas 0s
anos finais do EF e 0 EM com 6 aulas diarias de 50 minutos para cada turma. Foi incorporada
a grade curricular a disciplina de Cidadania e Civismo no EF e no EM e a disciplina de
Educagéo Financeira no EM. Entretanto, a institui¢cdo deixou de ofertar o ensino noturno e os
cursos técnicos profissionalizantes foram transferidos para outra escola estadual do municipio.

Segundo o site do colégio (o qual manteremos em sigilo), ele esta localizado na area
central da cidade e atende uma clientela de nivel sociocultural-econémico médio em sua
maioria. Sobre sua étima infraestrutura, o local possui uma area construida de 4 319 m?2
distribuidos em 9 blocos contendo: 19 salas de aula, cozinha, refeitorio, sanitarios, ginasio,
quadra esportiva com grama sintética, area de circulagéo coberta, biblioteca, depdsitos, salas de
professores, direcdo e da equipe pedagdgica. Destes espacgos supracitados, o espaco da sala de
aula foi o adotado para nossa investigacao, na qual o professor e pesquisador ministra suas aulas
para estudantes de 2° e 3° anos do EM.

O Projeto Politico-Pedagogico da escola aponta que seus profissionais seguem a

concepcao sociointeracionista de Vygotsky (1999) embasada nas agfes do homem no meio

" Disponivel em: https://shortest.link/2LgT. Acesso em: 02 fev. 2022.
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sociocultural. Além disso, outro documento norteador sdo as Diretrizes Curriculares da
Educacdo Basica (PARANA, 2008) que sustentam uma concepgao progressista apoiada na
teoria critica de curriculo. E de se observar aqui, que o documento do Projeto Politico
Pedagogico dessa escola é de 2016 e esta sendo reelaborado para que haja adequacdes de acordo
com o modelo civico-militar, a nova Base Nacional Comum Curricular e a nova matriz
curricular do Estado do Parana.

Os estudantes participantes da nossa pesquisa pedagogica serdo 34 alunos (21 do género
feminino e 13 do género masculino), com idades de 15 a 18 anos de uma turma de 2° ano do
EM, a qual o professor pesquisador € o docente da disciplina de Matematica. A escolha desse
ano letivo se deve ao fato do contetido de SL ser ministrado nesse ano/série conforme a grade
curricular.

Durante a realizacdo desta pesquisa, seguimos as exigéncias éticas de pesquisas com
seres humanos. Dessa forma, os estudantes deverdo assinar o TCLE — Termo de Consentimento
Livre e Esclarecido e 0 TALE — Termo de Assentimento Livre e Esclarecido. O primeiro
documento foi assinado pelos pais ou responsavel legal, haja vista, que os alunos participantes
sdo em quase sua totalidade, composta por menores de idade. J& o segundo documento que uma
linguagem acessivel aos estudantes legalmente menores e busca que sejam esclarecidos quanto
a sua anuéncia em participarem da pesquisa sem prejuizo ao consentimento de seus
responsaveis legais. Os dois documentos - TCLE e TALE - estdo disponibilizados nos Apéndice
A e B, respectivamente. Dentro contexto, serdo preservados as identidades, imagens, audios,
falas e acbes dos colaboradores de nossa investigacdo. Todo esse processo foi previamente
acompanhado pelo COPEP — Comité Permanente de Etica em Pesquisa com seres Humanos da
Universidade Estadual de Maringa. O parecer consubstanciado concedido pelo érgédo sob o

namero 5.716.066 encontra-se no Apéndice D ao final desse trabalho.

3.4 Proposta de organizacgéo de ensino por meio da resolucéo de problemas

Nossa pesquisa pedagOgica teve sua coleta de dados realizada em 26 aulas de
matematica nos meses de julho, agosto e setembro de 2022 com 34 alunos do 2° ano do EM de
uma escola publica de uma cidade do centro-oeste do Estado do Parana. As aulas fizeram parte
do 2° trimestre do ano letivo a qual os estudantes participaram e dissertaram sobre o ensino do
contetdo de SL por meio da RP. A principio planejamos 18 aulas de 50 minutos, 2 situagdes

matematicas e 24 atividades conforme o cronograma que pode ser visto no Quadro 5 abaixo:
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Quadro 5 — Cronograma das atividades a serem realizadas em sala de aula.

Etapas de Aulas Conceito/assunto/contetdo Atividades
Proenca (2021) matematico a ser ministrado solicitadas
Uso do problema | 1,2,3e | e Sistemas lineares com 3 equacdes e 3 | Resolver as Situagdes 1
como ponto de 4 incognitas e?2
partida
Formagdo do 5 e Equacio linear e suas caracteristicas. | Resolver as Atividades
Conceito e Solucio de uma equacao linear. 1,2,3e4
6 e Sistema linear e suas caracteristicas. | Resolver as Atividades
e Solucéo de um sistema linear. 5 6,7e8
Definicdo do 7 ¢ Definicdo formal de equacéo linear. | Resolver as Atividades
Contetido e Definigdo formal da solugdo de uma 9,10,11e12
equacdo linear.
8 e Sistema linear 2x2. Resolver as Atividades
e Sistema linear mxn. 13,14 e 15
e Solucdo de um sistema linear.
9 e Classificacdo de um sistema linear. Resolver a
¢ Resolugéo de Sistemas Lineares 2x2: Atividade 16
Método da Adicdo.
10e11 | e Teorema de Cramer. Resolver as Atividades
e Sistema linear 3x3. 17e18
12 e Sistemas lineares escalonados. Resolver a
Atividade 19
13e14 | e Escalonamento de Sistemas Resolver a Atividade
Lineares. 20
Aplicacdo em 15e 16 | e Problemas envolvendo sistemas Resolver a
novos problemas lineares. Atividade 21
17e18 | e Avaliacdo Descritiva. Resolver as
Atividades 22, 23 e 24

Fonte: Elaborado pelo autor

Sobre o andamento das 18 aulas planejadas nesse cronograma, conforme veremos na
secdo de resultados e discussdes, acabaram durando de maneira pratica um total de 26 aulas.
Nas préximas subsecdes, trataremos sobre o desenvolvimento das aulas de cada uma destas
etapas, procurando descrever e justificar as acfes a serem desenvolvidas no decorrer do

cronograma visualizado no Quadro 5.

3.4.1 Uso do problema como ponto de partida

Nesta etapa, composta por 4 aulas (aulas 1 a 4), fizemos uso das a¢des de abordagem
propostas por Proenca (2018): escolha do problema, introducao do problema, auxilio aos alunos

durante a resolucdo, discussao das estratégias dos alunos e articulacdo das estratégias dos alunos
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ao conteddo. A seguir, descrevemos como fizemos cada uma destas acdes, sendo esse 0 plano
de aula proposto para as aulas 1 a 4:

eEscolha do problema: conforme Proenca (2018), para essa acdo a situacdo de

Matematica escolhida (o possivel problema escolhido) devera dar direcéo aos estudantes

de modo que utilizem conteldo matematicos que ja aprenderam, encaminhando-os nas

estratégias de resolugdo com o novo conhecimento. O autor ainda nos atenta que o

professor devera escolher situacdes que prevejam diferentes estratégias de resolucéo e

que podem ser usadas pelo docente na etapa de auxilio aos estudantes durante a

resolucdo como forma de orientar aqueles estudantes que tiverem dificuldades durante

0 processo de resolucao.

Para isso, considerando o conteido de SL a ser trabalhado com o 2° ano do EM,
procuraremos apresentar aos alunos duas situacdes matematicas, a saber: situacdo 1 - que diz
respeito a um SL com duas equacdes e duas incognitas; e situacdo 2 — que recai em um sistema
possivel e determinado (SPD) com trés equacdes e trés incognitas que ja esta escalonado (mas
0 qual os estudantes ainda ndo tiveram contato em sua vida escolar). Essas duas situaces foram
elaboradas pelo professor pesquisador com a colaboragédo do GERPEM (Grupo de Estudos de
Resolucgdo de Problemas na Educacdo Matematica) da Universidade Estadual de Maringa.

Acreditamos que o uso dessas duas situacbes nessa ordem vem ao encontro a
prerrogativa dos PCNs para o ensino de SL no EM que afirmavam que seu objetivo era
“estender os conhecimentos que os alunos possuem [...] sobre a resolucdo de sistemas de duas
equacdes e duas incognitas para sistemas lineares 3 por 3” (BRASIL, 1998, p. 122).

Nesse contexto, a ideia de apresentar primeiramente um SL com duas equacdes e duas
incdgnitas na situacdo 1, foi retomar os conhecimentos prévios gue os alunos ja possuiam sobre
esse conteudo (visto a priori no 8° ano do EF) de modo a amplia-lo por meio da situagéo 2.
Sobre a situacdo 2, essa trata de um problema cuja resolugdo matematica aponta para um SL
do tipo 3x3 e escalonado, no qual os estudantes puderam também fazer uso dos conhecimentos
prévios sobre resolucdo algébrica de SL do tipo 2x2 e caso ndo obtivessem éxito, poderiam
tomar uso de estratégias de desenhos, tabelas, tentativa e erro, entre outras de modo a alcangar
a solugdo. O Quadro 6 a seguir, mostra as situacdes 1 e 2 pertencentes as aulas 1 a 4 que foi

entregue aos alunos com as situagcdes matematicas propostas:
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Quadro 6 - Folha de atividades entregue aos alunos.

AULAS1A4

Observacoes:

- Atividade em dupla.

- Resolver da maneira que quiser (achar mais conveniente).

- Caso encontre a solucdo, ndo diga a resposta em voz alta nem a fale ou mostre para outras duplas.
- Proibido o uso celulares e calculadoras.

Paulo esta comprando a lista de material pedido pela escola para seu filho Nicolas. Buscando economizar ele
vem fazendo uma pesquisa de pregos em 2 livrarias. Veja as situagdes 1 e 2 com 0s orcamentos encontrados por
Paulo encontrou em cada uma delas e responda as perguntas:

Situacdo 1: Na Livraria A, Paulo fez dois orcamentos:

Orcamento 1: uma borracha da marca Pitdgoras e um lapis da marca Newton. Total: R$ 8,00.
Orcamento 2: duas borrachas da marca Pitégoras e quatro lapis da marca Newton. Total: R$ 27,50.
Qual o preco da borracha Pitagoras e do lapis Newton na Livraria A?

Situacdo 2: J& na Livraria B, Paulo fez mais trés or¢gamentos:

Orcamento 1: uma borracha da marca Pitagoras, dois lapis da marca Newton e uma caneta da marca Leibniz.
Total: R$ 9,00.

Orcamento 2: dois lapis da marca Newton e duas canetas da marca Leibniz. Total: R$ 11,00.

Orcamento 3: trés canetas da marca Leibniz. Total: R$ 10,50.

Qual o preco da borracha Pitagoras, do Iapis Newton e da caneta Leibniz na Livraria B?

Fonte: Elaborado pelo autor

(3

Proenga (2018, p. 47) também nos aponta que na acdo de escolha do problema, “o
professor deve de antemao conhecer e prever possiveis estratégias de resolugao”, a vista disso
algumas estratégias de resolucdo que prevemos para 0s problemas do Quadro 6 podem ser: por
tentativa e erro, fazendo uso de desenhos, de tabelas, usar a combinacédo de tabelas e desenhos
e até mesmo fazendo a utilizacdo de equacgdes. A seguir, explicaremos como pensamos algumas
dessas estratégias bem como a efetivacdo das etapas de RP propostas por Proenca (2018)
relativas aos conhecimentos linguisticos, semanticos e esquematicos elencados durante o

processo de resolucéo.
3.4.1.1 Resolvendo a situagéo 1

Sobre o problema da situacdo 1, o Quadro 7 abaixo disserta sobre etapa de
representacdo da resolucdo de um problema proposta por Proenca (2018) elencando os
conhecimentos linguistico, semantico e esquematico necessarios para essa etapa e evidenciados

em trecho(s) do enunciado apresentado pela situacdo matematica apresentada aos estudantes:

Quadro 7 — Conhecimentos elencados durante a etapa de representagéo para
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resolucdo do problema da situacéo 1.

Etapa Conhecimentos Trecho(s) do enunciado que
Proenca (2018) evidencia a etapa
Representacéao Linguistico: Perceber que os materiais | “Na Livraria A, Paulo fez dois orcamentos:
escolares tiveram seus precos pesquisados | [...] Or¢amento 1: [...] Or¢amento 2 [...]”
na livraria A por meio de dois
orcamentos.

Semantico: Reconhecer os valores | “[...]R$ 20,00. [...] R$ 8,00”.
numéricos citados no texto.
Esquemético: Reconhecer que se trata de | “Org¢amento 1: uma borracha da marca
um problema algébrico, no qual cada | Pitdgoras e um lapis da marca Newton.
orcamento corresponde a uma equagdo de | Total: R$ 8,00. [equacéo 1]

primeiro grau. Orcamento 2: duas borrachas da marca
Pitagoras e quatro lapis da marca Newton.
Total: R$ 27,50. [equagdo 2]

Fonte: Elaborado pelo autor

Em relacdo as estratégias de resolucdo do problema da situacao 1, os alunos puderam
fazer uma estratégia ou conjunto de estratégias que envolvam tentativa e erro, uso de tabelas
e/ou desenho e a estratégia de resolucdo algébrica dos conhecimentos prévios do que viram
sobre SL no EF. A Figura 5 a seguir, traz a luz como os estudantes poderiam resolver a situacao
1 por meio de desenhos da borracha e do lapis e atribuindo valores por tentativa e erro até que

encontrem os valores corretos que resolvem o problema apresentado:

Figura 5 - Estratégia de desenho e tentativa e erro para resolver a situagao 1.

L L L L L
B
v B B v v
| 225 575 | | 225 225 575 575 575 575)
| Total: 800 | | Total: 27,50 |

Fonte: Elaborada pelo autor

Por meio da Figura 5, verificamos que os estudantes poderiam resolver a situacéo 1
fazendo o diagrama de desenhos da borracha (B) e lapis (L) tendo por base as duas frases do
enunciado do problema que dizem respeito as quantidades de materiais a serem comprados e

seus respectivos valores totais a serem pagos (or¢camentos 1 e 2). Assim, os alunos podem aferir
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valores para a borracha e para o lapis cuja soma vale 8 (orcamento 1 e desenho da esquerda) e
verificar a validade desses valores para o desenho da direita 0s quais correspondem ao
orcamento 2. Verificamos assim, que os alunos deveriam encontrar que a borracha custa R$
2,25 e que o lapis custa R$ 5,75. Em relacdo a essa estratégia, 0 Quadro 8 abaixo, fala sobre as
etapas de RP (planejamento e execuc¢do) propostas por Proenca (2018) com 0s seus respectivos
tipos de conhecimentos (estratégico e procedimental) apontados em trechos do enunciado da

situacdo 1 que evidenciam tais etapas e conhecimentos:

Quadro 8 - Etapas de resolucdo de problemas e conhecimentos elencados na estratégia de
resolucéo por desenho e tentativa e erro da situagéo 1.

Etapas Conhecimentos Trecho(s) do enunciado que
Proenca (2018) Proenca (2018) evidencia a etapa
Planejamento Estratégico: Desenhar a quantidade de | “[...] Orcamento 1: uma borracha da marca

borrachas, lapis e canetas referente a | Pitagoras e um lapis da marca Newton. Total:
cada uma das frases e atribuir valores | R$ 8,00. [equacéo 1]
até que se encontre a solugdo procurada. | Orcamento 2: duas borrachas da marca
Resolver da equacdo mais simples até | Pitagoras e quatro lapis da marca Newton.
chegar na equagao mais complexa. Total: R$ 27,50. [equagdo 2]”.
Execucdo Procedimental: Saber atribuir valores | Qual o prego da borracha Pitagoras e do l&pis
por tentativa e erro de modo que os | Newton na Livraria A?
valores atribuidos sejam solucGes
simultaneas das equacdes 1 e 2.

Fonte: Elaborado pelo autor

A Tabela 1 abaixo, traz a possibilidade estratégica dos alunos resolverem a situacédo 1
fazendo o uso de uma tabela baseando-se no enunciado “[...] Or¢camento 1: uma borracha da
marca Pitagoras e um l&pis da marca Newton. Total: R$ 8,00” - equacéo 1 e “Orcamento 2:
duas borrachas da marca Pitagoras e quatro lapis da marca Newton. Total: R$ 27,50” - equacao
2. Como ilustracdo ao leitor, colocamos trés possiveis tentativas com solugdes incorretas e a

ultima com a solugdo correta a ser encontrada pelos alunos:

Tabela 1 - Estratégia de resolucdo por tabela do problema da situacéo 2.

Valores Equacéo 1 Equacéo 2
(Borracha; Lapis)
(B; L) B+L =8 2B +4L =27,50
17 1+7=8 21+47=2+28=30
(2; 6) 2+6=8 22+46=4+24=28
(2,50; 5,50) 250+550=8 2.250+4550=5+22=27
(2,25; 5,75) 225+575=8 2.2,25+4575=4,50 +23=2750

Resposta: A borracha Pitagoras custa R$ 2,25 e o Iapis Newton custa R$ 5,75.
Fonte: Elaborado pelo autor
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Pela Tabela 1, observamos algumas possibilidades de respostas a serem levantadas pelos
estudantes durante a resolugéo da situagdo 1. Deste modo, se por exemplo, a borracha custar 1
real e o l&pis 7 reais, esses valores serdo uma solugdo possivel da equagdo 1, porém nao seréo
solucdo da equacdo 2 e, portanto, ndo serdo solucdo para o problema. Assim, na primeira
coluna, os estudantes poderdo preencher por tentativa e erro os valores dos materiais escolares
que solucionam a equacdo 1 e verificar na segunda coluna se os valores solucionam a equagéo
2. Em relacdo a tal estratégia, o0 Quadro 9 disserta sobre as etapas de RP — planejamento e
execucdo - propostas por Proenca (2018) com seus respectivos tipos de conhecimentos

interligados a trechos do enunciado da situacdo 1 que evidenciam tais etapas e conhecimentos:

Quadro 9 - Etapas de resolucdo de problemas e conhecimentos elencados na estratégia de
resolucdo por tabela da situacdo 1.

Etapas Conhecimentos Trecho(s) do enunciado que
Proenca (2018) Proenca (2018) evidencia a etapa
Planejamento Estratégico: Se organizando por meio de | “[...] Or¢camento 1: uma borracha da marca

uma tabela, atribuir valores as varidveis | Pitdgoras e um lapis da marca Newton.
das equacBes de modo a encontrar a | Total: R$ 8,00. [equacdo 1]

solucdo comum das duas equagoes. Orcamento 2: duas borrachas da marca
Pitagoras e quatro lapis da marca Newton.
Total: R$ 27,50. [equagdo 2]”.

Execucéo Procedimental: Saber efetuar a atribui¢do | Qual o preco da borracha Pitagoras e do
dos valores das variaveis a cada uma das | lapis Newton na Livraria A?

equac0es e efetuar o calculo que serd uma
expressdo numeérica. Entender que os
valores atribuidos que serdo a solucéo,
devem transformar as 2 equagfes do
problema em sentencas matematicas
verdadeiras.

Fonte: Elaborado pelo autor

Por fim, a Gltima estratégia que pensamos para esse problema é a resolucéo algébrica
realizada com o do método da adigdo ou da substituicdo por meio do conhecimento prévio dos
estudantes, haja vista que o contetdo de SL com duas equages e duas incognitas foi visto pelos
alunos no EF. O Quadro 10 abaixo, mostra como pode ser feita a resolugdo algébrica da situacao

1 por meio desses dois metodos (adicdo e substituicdo):

Quadro 10 — Estratégia de resolucdo algébrica da situacéo 1.
Sendo b = borracha e 1 = lapis, temos do enunciado:
{ b+1=8
2b + 41 =27,50

Resolucdo pelo método da adicdo:
b+1=8()

{Zb + 41 = 27,50 (II)

Multiplicando a equacéo (I) por -2, temos:
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—2b—2l=-16 (I)
{Zb + 41 = 27,50 (II)
Somando as equacdes (1) e (1) temos:
21 =11,50 (1)
{Zb +4l = 27,50 (II)
Da equacéo (1), temos que 1=5,75 e substituindo na equacéo (I1) encontramos b = 2,25.
Resposta: A borracha Pitagoras custa R$ 2,25 e o lapis Newton custa R$ 5,75.

Resolucéo pelo método da substituicéo:
b+1=8()

{Zb +4l = 27,50 (II)

Isolando b, na equacéo (1) temos:

{ b=8-1()
2b + 41 = 27,50 (II)
Substituindo a equacéo (1) na equagdo (I1) temos:

(1) 2.(8-1) + 41 = 27,50

16 - 21 + 41 = 27,50

21 =11,50

=575

Substituindo na equacé&o (I) o valor de encontrado, temos:

(IHb=8-1

b=8-575

b=2,25

Resposta: A borracha Pitagoras custa R$ 2,25 e o lapis Newton custa R$ 5,75.

Fonte: Elaborado pelo autor

Sobre essa estratégia de resolugdo algébrica, o Quadro 11 disserta sobre as etapas de RP
— planejamento e execucdo - propostas por Proenca (2018) com seus respectivos tipos de
conhecimentos apontados em trechos do enunciado da situacdo 1 que evidenciam tais etapas e

conhecimentos:

Quadro 11 - Etapas de resolucdo de problemas e conhecimentos elencados na estratégia de
resolucdo algébrica da situacdo 1.

Etapas Conhecimentos Trecho(s) do enunciado que
Proenca (2018) Proenca (2018) evidencia a etapa
Planejamento Estratégico: Resolver as equagdes | “[...] Orgamento 1: uma borracha da
adotando o método da adicdo ou o | marca Pitdgoras e um lapis da marca
método da substitui¢do. Newton. Total: R$ 8,00. [equacéo 1]

Orcamento 2: duas borrachas da marca
Pitagoras e quatro lapis da marca Newton.
Total: R$ 27,50. [equagdo 2]”.
Execucdo Procedimental: Saber efetuar os | Qual o prego da borracha Pitagoras e do
calculos na ordem: equagdo 3, | lapis Newton na Livraria A?

equacdo 2 e equacdo 1 e responder
guanto custam cada um dos materiais
escolares.

Fonte: Elaborado pelo autor
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ApOs explanarmos sobre as estratégias de resolucdo da situacdo 1, a seguir
dissertaremos sobre as estratégias de resolugéo da situacéo 2.

3.4.1.2 Resolvendo a situacgao 2

Em relagdo ao problema da situagdo 2, o Quadro 12 abaixo nos mostra a etapa de
representacdo da resolucdo de um problema proposta por Proenca (2018) elencando os
conhecimentos linguistico, semantico e esquematico exigidos para essa etapa e evidenciados

em trecho(s) do enunciado apresentado:

Quadro 12 — Conhecimentos elencados durante a etapa de representacéo para
resolucéo do problema da situacéo 2.

Etapa Conhecimentos Trecho(s) do enunciado que
Proenca (2018) Proenca (2018) evidencia a etapa
Representacéo Linguistico: Perceber que os materiais | “J4 na Livraria B, Paulo fez mais trés
escolares tiveram seus pre¢os pesquisados | or¢amentos:”

na livraria B.
Semantico:  Reconhecer os valores | <[] R$ 9,00. [...] R$ 11,00. [..] R$
numéricos citados no texto. 10,50”.

Esquematico: Reconhecer que se trata de | “Org¢amento 1: uma borracha da marca
um problema algébrico, no qual cada | Pitdgoras, dois lapis da marca Newton e
frase corresponde a uma equacdo de | uma caneta da marca Leibniz. Total: R$
primeiro grau. 9,00. [equacdo 1]

Orcamento 2: dois lapis da marca Newton
e duas canetas da marca Leibniz. Total: R$
11,00. [equacéo 2]

Orcamento 3: trés canetas da marca
Leibniz. Total: R$ 10,50. [equagdo 3]”

Fonte: Elaborado pelo autor

Pensando nas estratégias de resolucdo da situacdo 2, a Figura 6 abaixo mostra a
estratégia que os estudantes poderiam fazer por meio de diagramas de desenhos e tentativa e
erro partindo das frases que constam no problema: “Orgcamento 1: uma borracha da marca
Pitagoras, dois lapis da marca Newton e uma caneta da marca Leibniz. Total: R$ 9,00.
Orcamento 2: dois lapis da marca Newton e duas canetas da marca Leibniz. Total: R$ 11,00.
Orcamento 3: trés canetas da marca Leibniz. Total: R$ 10,50”.

Figura 6 - Estratégia de desenho e tentativa e erro para resolver a situagéo 2.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Pela Figura 6, os alunos poderiam resolver a situacéo 2 fazendo o desenho da borracha

(B), dos lapis (L) e das canetas (C) por meio de um diagrama baseando-se nas trés frases

presentes no enunciado. Aliado a esses desenhos, o0s estudantes poderiam encontrar as solucoes

por meio da tentativa e erro, aferindo valores aos materiais escolares, sendo possivel resolver

mais facilmente a partir do terceiro desenho, no qual 3 canetas custam R$ 10,50 e concluindo

que uma caneta custara R$ 3,50. No segundo desenho, o aluno podera perceber que se cada

caneta custa R$ 3,50, logo cada lapis terd que custar R$ 2,00 para que o total seja de 11 reais.

E, por fim, no terceiro desenho, sabedor do custo da caneta e do lapis conclui-se que a borracha

custara R$ 1,50. Ainda sobre a estratégia de resolucdo por meio de desenhos e tentativa e erro,

0 Quadro 13 a seguir, explicita as etapas de RP (planejamento e execucdo) propostas por

Proenca (2018) com os seus respectivos tipos de conhecimentos (estratégico e procedimental)

apontados em trechos do enunciado da situacao 2 que evidenciam tais etapas e conhecimentos:

Quadro 13 - Etapas de resolucdo de problemas e conhecimentos elencados na estratégia de
resolucdo por desenho e tentativa e erro da situacéo 2.

Etapas
Proenca (2018)

Conhecimentos
Proenca (2018)

Trecho(s) do enunciado que
evidencia a etapa

Planejamento

Estratégico: Desenhar a quantidade
de borrachas, lapis e canetas referente
a cada uma das frases e atribuir
valores até que se encontre a solugdo
procurada. Resolver da equacdo mais
simples até chegar na equagdo mais
complexa.

“Org¢amento 1: uma borracha da marca
Pitagoras, dois lapis da marca Newton e uma
caneta da marca Leibniz. Total: R$ 9,00.
[equacdo 1]

Orgamento 2: dois lapis da marca Newton e
duas canetas da marca Leibniz. Total: R$
11,00. [equagéo 2]

Orcamento 3: trés canetas da marca Leibniz.
Total: R$ 10,50. [equagdo 3]”

Execucao

Procedimental: Saber atribuir valores
por tentativa e erro de modo que 0s
valores atribuidos sejam solugdes
simultaneas das equacdes 1, 2 e 3.

Qual o preco da borracha Pitagoras, do lapis
Newton e da caneta Leibniz na Livraria B?

Fonte: Elaborado pelo autor
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Outra estratégia de resolucdo da situacdo 2 a qual os alunos poderdo utilizar serd 0 uso
de uma tabela. Por meio dessa, € possivel atribuir valores a caneta, ao lapis e a borracha até que
encontrem a solugdo que serd comum para as trés equagdes presentes no enunciado e que
permitam responder a pergunta proposta pelo problema. A Tabela 2 abaixo, traz como podera

ser elaborada tal tabela:

Tabela 2 - Estratégia de resolucdo por tabela do problema da situacéo 2.

Valores Equacéo 1 Equacéo 2 Equacéo 3
(Borracha
Lapis; caneta)
(B; L; C) B+2L+C=9 2L+2C =11 3C =10,50
(2;2;3) 2+22+3=9 22+23=10 33=9
(2; 2,50; 3) 2+2250+2=9 2250+22=9 2.2=4
(3;1;3,50) 3+21+350=8,50 21+2350=9 3.3,50 = 10,50
(1,50; 2; 3,50) 150+22+350=9 22+2350=11 3.3,50 = 10,50

Resposta: A caneta custa R$ 3,50, o lapis R$ 2,00 e a borracha R$ 1,50.

Fonte: Elaborada pelo autor

Na Tabela 2 observamos na primeira coluna os valores possiveis que os alunos poderiam
atribuir aos materiais escolares de modo a resolverem as 3 equacdes elencadas na situacéo 2.
Assim, na primeira linha, observamos que se o0s estudantes atribuissem para borracha (b=2
reais), ao lapis (I=2 reais) e a caneta (c=3 reais), verificamos que tais valores resolveriam a
equacdo 1, mas ndo resolveriam as equacdes 2 e 3. De forma anédloga podem ser colocados
novos valores para resolucdo das equacdes até que que encontre que os valores comuns dos
materiais escolares que resolvem as trés equacdes que serdo para borracha (b=1,50 real), para
o lapis (I1=2 reais) e para a caneta (c=3,50 reais). Do mesmo modo, para essa estratégia, o
Quadro 14 traz a luz as etapas de RP — planejamento e execucao - propostas por Proenca (2018)
com seus respectivos tipos de conhecimentos apontados em trechos do enunciado da situacéo

2 que evidenciam tais etapas e conhecimentos:

Quadro 14 - Etapas de resolucdo de problemas e conhecimentos elencados na estratégia de
resolucdo por tabela da situacéo 2.

Etapas Conhecimentos Trecho(s) do enunciado que
Proenca (2018) Proenca (2018) evidencia a etapa
Planejamento Estratégico: Se organizando por meio de uma | “Or¢amento 1: uma borracha da marca

tabela, atribuir valores as varidveis das | Pitagoras, dois lapis da marca Newton e uma
equacGes de modo a encontrar a solucdo | caneta da marca Leibniz. Total: R$ 9,00.
comum das trés equagdes. [equacdo 1]

Orcamento 2: dois lapis da marca Newton e
duas canetas da marca Leibniz. Total: R$
11,00. [equacdo 2]
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Orcamento 3: trés canetas da marca Leibniz.
Total: R$ 10,50. [equacdo 3]”

Execucdo

Procedimental: Saber efetuar a atribui¢do dos
valores das variaveis a cada uma das
equacOes e efetuar o calculo que serd uma
expressdo numérica. Entender que os valores
atribuidos que serdo a solucdo, devem
transformar as 3 equacdes do problema em
sentencas matematicas verdadeiras.

Qual o preco da borracha Pitagoras, do lapis
Newton e da caneta Leibniz na Livraria B?

Fonte: Elaborado pelo autor

Por fim, a Ultima estratégia que pensamos exigiu do estudante o conhecimento prévio

de célculo algébrico que ja possui de SL com 2 equacdes e 2 incognitas estudados no 8° ano do

ensino fundamental. Dessa maneira, partindo desses conhecimentos o discente poderia ter

efetuado o célculo das variaveis da equacao mais simples para a mais complexa. Para tanto,

dessa estratégia o estudante deveria: calcular o valor da caneta na equacgdo 3; substituir o valor

na equacdo 2 e assim encontrar o valor do lapis; e, por fim, substituir os dois valores ja

encontrados na equacao 1 de modo a calcular o valor da borracha. O Quadro 15 nos mostra

como deveria ser feita a estratégia de resolucdo algébrica da situacéo 2:
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Quadro 15 — Estratégia de resolucdo algébrica da situacéo 2.
Sendo B = borracha, L = lapis e C = caneta, temos do enunciado:

B + 2L + C =9 (Equacdo 1); 2L + 2C = 11 (Equacdo 2) e 3C = 10,50 (Equagéo 3)

Resolvendo a equacdo 3, temos:
3C =10,50
_ 10,50

3
C=3,50
Substituindo C = 3,50 na equacado 2, teremos:
2L+2C=11
2L +2350=11
2L+7=11
2L=11-7
2L=4
L= 4
)
L=2
Substituindo C = 3,50 e L = 2 na equacdo 1, encontraremos:
B+2L+C=9
B+22+350=9
B+4+350=9
B+750=9
B=9-750
B=1,50
Portanto, na livraria A, a borracha custa R$ 1,50, o lapis custa R$ 2,00 e a caneta custa R$ 3,50.

Fonte: Elaborado pelo autor

Em relacdo a essa estratégia de resolucdo algébrica, o Quadro 16 disserta sobre as etapas
de RP — planejamento e execugéo - propostas por Proenca (2018) com seus respectivos tipos de
conhecimentos apontados em trechos do enunciado da situacéo 2 que evidenciam tais etapas e

conhecimentos:

Quadro 16 - Etapas de resolucdo de problemas e conhecimentos elencados na estratégia de
resolucéo algébrica da situacdo 2.

Etapas
Proenca (2018)

Conhecimentos
Proenca (2018)

Trecho(s) do enunciado que
evidencia a etapa

Planejamento

Estratégico: Resolver as equacgOes da
mais simples para a mais complexa, ou
seja, a equacado 3, seguida da equacéo 2
e por fim a equagédo 3.

“Orcamento 1: uma borracha da marca
Pitagoras, dois lapis da marca Newton e uma
caneta da marca Leibniz. Total: R$ 9,00.
[equacdo 1]

Orcamento 2: dois lapis da marca Newton e
duas canetas da marca Leibniz. Total: R$
11,00. [equacéo 2]

Orcamento 3: trés canetas da marca Leibniz.
Total: R$ 10,50. [equagdo 3]”

Execucéo

Procedimental: Saber efetuar o0s
calculos na ordem: equacao 3, equagdo
2 e equacdo 1 e responder quanto
custam cada um dos materiais escolares.

Qual o preco da borracha Pitagoras, do lapis
Newton e da caneta Leibniz na Livraria B?

Fonte: Elaborado pelo autor
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Observamos aqui, que tanto a situa¢é@o 1 quanto na situacéo 2, a etapa de monitoramento
para resolver um problema proposta por Proenca (2018) ndo esta associada aos conhecimentos
elencados pelo mesmo autor. Porém, tal etapa esta atrelada ao momento no qual o estudante
verifica se a resposta encontrada estd de acordo com o problema, a sua racionalidade de
resolucéo e a identificacdo de possiveis erros cometidos nas etapas anteriores. Dessa maneira,
a execucao de tal etapa é observada no momento em que os estudantes verificam que os valores
atribuidos solucionam todas as equacdes do problema e respondem de maneira adequada ao
guestionamento presente no enunciado da situacéo a eles apresentada.

Agora, prosseguiremos explanando como ocorreram as quatro ages seguintes da
proposta de Proenca (2018) na etapa de Uso do problema como ponto de partida em nossa
organizacao de ensino:

e Introducdo do Problema: Para essa acdo, o professor apresentou uma folha sulfite
(Figura 10) que contém as observacdes e as duas situacdes de matematica para que as
resolvam. Para isso, 0 docente dividiu os individuos em duplas e indicou para tentarem
resolver da maneira que desejarem. E importante salientar bem as demais observacdes,
para que os alunos néo fizessem uso de celulares e calculadoras, ndo falassem a resposta
encontrada em voz alta e nem dizer para as demais duplas, como fizeram ou os valores
encontrados durante o processo de resolucéo. Proenga (2018, p. 51) aponta que “é nesse
momento de inicio da tentativa de resolucdo que a situacdo pode se configurar como
algo dificil ao grupo, isto é, pode se tornar um problema”. Dessa maneira, 0 professor
observou tal ocorréncia e entrou com a proxima acéo a qual descreveremos a seguir.

e Auxilio aos alunos durante a resolucéo: Nessa acdo, o pesquisador buscou conforme

preconiza Proenca (2018) dar um aparato as duplas de maneira a tirar suas duvidas

iniciais, interpretacGes equivocadas, questionando e verificando a resposta que
obtiveram. Proenca (2018) aponta que nesse momento, o docente tem um papel ndo sé
de observar, mas também de incentivar e direcionar a aprendizagem dos alunos e ¢ dessa
maneira que buscamos nesse momento realizar o trabalho com os grupos: verificando
suas dificuldades encontradas, os processos de resolugdo seguidos, a motivacao

(atitudes positivas e/ou negativas) em busca da solu¢do. Dessa maneira, ao observarmos

que existiam duplas ou que a maioria estava com dificuldades procuramos falar de

maneira individual ou coletiva para que as equipes pensassem em algumas das

estratégias que determinamos na acdo anterior. Tivemos em mente, comegarmos
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sugerindo a estratégia por meio de desenho e atribuicdes de valores as quais detalhamos
na agdo anterior (Figuras 11 e 13) e que consideramos ser uma estratégia mais simples.
Em seguida, sugerimos as estratégias que consideramos mais robustas que sédo do uso
de tabela e equacdes (Tabelas 1 e 2) e da resolucdo algébrica (Figura 12).

e Discussdo das estratégias dos alunos: esse foi 0 momento de socializacdo das
estratégias adotadas pela turma. Para tanto, solicitamos que algumas equipes apresentem
as estratégias utilizadas expondo na lousa. Também, segundo preconiza Proenca (2018),
apontamos as possiveis dificuldades encontradas, equivocos cometidos, respostas
encontradas incoerentes com a pergunta do problema, entre outros.

e Articulacdo das estratégias dos alunos ao contetido: Nessa Ultima acdo, buscamos
fazer uso de alguma das estratégias de resolucdo dos alunos relativas as situacoes 1 e 2
para articularmos ao contetdo de SL. Dissertaremos a seguir como pensamos nas

possibilidades para acdo de articulagdo ao conteido dessas duas situacdes.

3.4.1.3 Articulacao ao contetido da situacéo 1

A situacdo 1 diz respeito a um SL com duas equacdes e duas incognitas cuja articulacédo
ao contetdo pode ser feita por meio do método da adi¢do ou da substituicdo o qual podera ter
sido usado como estratégia por um dos alunos participantes e que apresentamos no Quadro 9.
O professor ainda podera usar um desses métodos partindo da estratégia de desenho (Figura 5)
ou de tabela (Tabela 1) previstas acima. Caso ndo seja possivel articular com alguma estratégia
usada pelos estudantes, o docente podera fazé-lo de maneira direta conforme preconiza Proenga
(2018).

A Figura 7 mostra como o professor podera fazer a articulacdo ao conteudo usando a

estratégia prevista de desenho.



Figura 7 — Articulagdo ao contetdo da situacdo 1 por meio da estratégia de desenho.
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B
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| 225 575 | | 25 225 575 575 575 575
| Total:800 | | Total: 27,50

Sendo b = borracha e | = I&pis, temos do desenho da esquerda a equagdo b +1 =8 e do desenho da
direita , temos a equacdo 2b + 41 = 27,50.
{ b+1=8
2b+ 4l =27,50
Resolucéo pelo método da adicéo:
b+1=8()

{Zb + 41 = 27,50 (II)
Multiplicando a equacéo (I) por -2, temos:

—2b—2l=-16 (I)
{Zb + 41 = 27,50 (I
Somando as equagdes (1) e (I1) temos:

21 =11,50 (1)

{Zb + 41 = 27,50 (II)
Da equacéo (1), temos que 1=5,75 e substituindo na equacéo (I1) encontramos b = 2,25.
Resposta: A borracha Pitagoras custa R$ 2,25 e o l1apis Newton custa R$ 5,75.

Resolucéo pelo método da substituicdo:
b+1=8()

{Zb + 41 = 27,50 (I

Isolando b, na equacdo (1) temos:

{ b=8-1()
2b + 41 = 27,50 (II)
Substituindo a equacao (I) na equagdo (I1) temos:

(1) 2.(8-1) + 41 = 27,50

16 — 21 + 41 = 27,50

21=11,50

I =575

Substituindo na equac&o (1) o valor de encontrado, temos:

(Mb=8-1

b=8-575

b=225

Resposta: A borracha Pitagoras custa R$ 2,25 e o lapis Newton custa R$ 5,75.

Fonte: Elaborada pelo autor
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Dessa maneira, vemos que o professor poderia equacionar o desenho da esquerda como
equacéo (1) e o desenho da direita como equacéo (I1) formando assim o sistema linear com duas
equacdes e duas incdgnitas e resolvendo tal sistema pelo método da adi¢do ou da substituicdo
de maneira a chegar na solucéo do problema. Agora, o Quadro 17 a seguir mostra sobremaneira
como o docente poderia utilizar a estratégia de tabela dos alunos para articular ao conteldo de
SL:

Quadro 17 - Articulacdo ao contelido usando a estratégia de tabela para resolver a situacéo 1.

Valores Equacéo 1 Equacéo 2
(Borracha; Lapis)
(B; L) B+L =8 2B +4L =27,50
(2,25; 5,75) 2,25+5,75=8 2.2,25+4575=4,50 +23=2750

Resposta: A borracha Pitdgoras custa R$ 2,25 e o Iapis Newton custa R$ 5,75.

Vamos escrever a seguir, as equagdes 1 e 2 vistas nas colunas da tabela:

Sendo b = borracha e | = I&pis, temos do desenho da esquerda a equagdo b +1 =8 e do desenho da
direita, temos a equagéo 2b + 41 = 27,50.
{ b+1=8
2b+ 4l =27,50
Resolucéo pelo método da adicdo:
b+1=8()

{Zb + 41 = 27,50 (II)

Multiplicando a equacdo () por -2, temos:

—2b—21l=-16 (I)
{Zb + 41 = 27,50 (I
Somando as equag6es (1) e (1) temos:

2l =11,50 ()

{Zb + 41 = 27,50 (II)

Da equacao (1), temos que 1=5,75 e substituindo na equacéo (I1) encontramos b = 2,25.
Resposta: A borracha Pitagoras custa R$ 2,25 e o l1apis Newton custa R$ 5,75.

Resolucdo pelo método da substituicdo:
b+1=8()

{Zb + 41 = 27,50 (I

Isolando b, na equacéo (1) temos:

{ b=8-1()
2b + 41l = 27,50 (II)
Substituindo a equacdo (I) na equacéo (1) temos:

(1) 2.(8-1) + 41 = 27,50

16 -2l + 41 =27,50

21 =11,50

=575

Substituindo na equacdo (1) o valor de encontrado, temos:

(Mb=8-1

b=8-575

b=2,25

Resposta: A borracha Pitagoras custa R$ 2,25 e o lapis Newton custa R$ 5,75.
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Fonte: Elaborado pelo autor

Pelo Quadro 17 vemos que o professor poderia usar a estratégia de tabela, retirando as
equacoes (1) e (1) das colunas da tabela, escrevendo assim o SL e resolvendo-o pelo método da
adicdo e da substituicdo. Por fim, apontamos aqui que caso o professor quisesse fazer uso da
estratégia de resolucdo algébrica usada pelo aluno, a articulacéo j& ocorreria de maneira direta,
bastando o professor proceder como o0 exposto anteriormente no Quadro 9. Desse modo,
propomos que se a estratégia usada pelo aluno para resolver o SL for o método da adigéo,
bastaria o professor complementar com o0 método da substituicdo para completar a articulacéo
ao conteudo.

A seguir, discorremos sobre a abordagem na articulagéo ao contetido da situacéo 2.

3.4.1.4 Articulacdo ao contetdo da situagao 2

Sobre a articulagcdo ao conteudo da situagdo 2, essa recai em um SL escalonado com 3
equacOes e 3 incdgnitas, cuja resolucdo é mais simples e imediata. Sobre a abordagem do
professor para articular uma estratégia ao contetido de SL a ser trabalhado, o professor poderia
ter usado tanto a estratégia de desenho (Figura 6), de tabela (Tabela 2) ou algébrica (Quadro
14) que vimos anteriormente, de maneira que se chegue a definicdo de SL e de como resolvé-
lo. Sobre a estratégia de resolucdo por meio de desenhos, o professor poderia a partir dos
desenhos ter escrito as equacdes e o SL escalonado, para em seguida resolvé-lo. A Figura 8 a

seguir, elucida como poderia ser feita a articulacdo do contetdo usando-se essa estratégia de

desenho:
Figura 8 — Articulacdo ao contetdo usando a estratégia de desenho para
resolver a situacao 2.
B LELEC LEL C C C C C

VVY VVVYY VVY

Total: 9 reais Total: 11 reais Total: 10,50 reais
Desenho 1 Desenho 2 Desenho 3
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Do desenho acima, sendo B = borracha, L= lapis e C = caneta, podemos escrever:

B+ 2L+ C =9 (Desenho 1)
2L + 2C = 11 (Desenho 2)
3C = 10,50 (Desenho 3)
As equacdes acima formam juntas o que podemos chamar de Sistema Linear. Esse Sistema Linear ja esta
escalonado. Vamos nomear as equac@es de I, Il e 111 e resolvé-las em ordem decrescente:
escalonado. Vamos nomear as equac@es de I, 11 e 111 e resolvé-las em ordem decrescente:
B+2L+C=9 (I
2L+2C =11 (D)
3C = 10,50 (III)
Resolvendo primeiramente a equag&o (I), teremos:
111) 3C = 10,50
10,50

3
C =350
Substituindo o valor C na equagéo (I1), encontraremos o valor de L:
IN2L+2C=11
2L +2.3,50 =11

2L+7 =11
2L=11-7
2L =4

4
L_z
L=2

Por fim, substituindo os valores de C e L na equacdo (), encontraremos o valor de B:
DB+2L+C=9

B+22+350=9

B+4+350=9

B+750=9
B=9-750
B =1,50

Portanto, a borracha custa R$ 1,50, o lapis R$ 2,00 e a caneta custa R$ 3,50.
Fonte: Elaborada pelo autor

Outra possibilidade do docente articular o contetdo de SL foi partindo da resolucao
usada por meio da estratégia de tabela, conforme vimos na Tabela 2. Para a articulacdo, bastaria
o0 docente ter trazido as equagOes usadas nas colunas da tabela e té-las escrito na notagéo de
sistema linear escalonado e, em seguida, efetuado a resolucdo. O Quadro 18 a seguir, nos mostra

sobremaneira, como poderia ter ocorrido essa abordagem:

Quadro 18 - Articulacdo ao contetdo usando a estratégia de tabela para resolver a situacéo 2.

Valores Equacéo 1 Equacéo 2 Equacéo 3
(Borracha
Lapis;
caneta)
(B; L; C) B+2L+C=9 2L+2C=11 3C =10,50
(1,50; 2; 3,50) 150+22+350=9 22+2350=11 3.3,50 = 10,50
Resposta: A caneta custa R$ 3,50, o lapis R$ 2,00 e a borracha R$ 1,50.
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VVamos escrever a seguir, as equacoes 1, 2 e 3 vistas nas colunas da tabela:

B+ 2L+ C =9 (Coluna 2 da tabela)
2L + 2C = 11 (Coluna 3 da tabela)
3C = 10,50 (Coluna 4 da tabela)
As equacdes acima formam juntas o que podemos chamar de Sistema Linear. Esse Sistema Linear ja esta
escalonada. Vamos nomear as equacdes de I, I1 e 111 e resolvé-las em ordem decrescente:
B+2L+C=9 (D
2L+2C =11 (D)
3C = 10,50 (III)
Resolvendo primeiramente a equacéo (l11), teremos:
I111) 3C = 10,50

o 10,50
T3
C = 3,50

Substituindo o valor C na equagéo (1), encontraremos o valor de L:
IN2L+2C=11
2L+2.350=11

2L+7=11
2L=11-7
2L =4

4
L_z
L=2

Por fim, substituindo os valores de C e L na equagéo (I), encontraremos o valor de B:
NDB+2L+C=9

B+22+4+350=9

B+4+4+350=9

B+750=9
B=9-17,50
B =1,50

Portanto, a borracha custa R$ 1,50, o lapis R$ 2,00 e a caneta custa R$ 3,50.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Por fim, o professor ainda poderia ter usado a estratégia de resolucdo algébrica direta
vista no Quadro 15 de maneira a articular ao contetido de SL e sua resolucdo. Caso algum aluno
tenha tomado uso dessa estratégia, ele ja realizou a resolucdo de um SL escalonado sem saber
de sua definicdo matematica. Desse modo, o professor poderia explorar esse fato para realizar
a articulacéo do conteudo. O Quadro 19 abaixo, disserta sobre como o docente podera fazer a

articular por meio dessa estratégia:

Quadro 19 - Articulacéo ao contetdo usando a estratégia de resolucédo algébrica para resolver
a situacéo 2.
Do enunciado da situagdo 2 podemos nomear B = borracha, L= lapis e C = caneta, podemos escrever:

B+ 2L+ C =9 (Or¢amento 1)
2L + 2C = 11 (Orgamento 2)
3C = 10,50 (Or¢amento 3)
As equacges acima formam juntas o que podemos chamar de Sistema Linear. Esse Sistema Linear ja esta
escalonado. Vamos nomear as equaces de I, 11 e 111 e resolvé-las em ordem decrescente:
escalonado. Vamos nomear as equaces de I, 11 e 111 e resolvé-las em ordem decrescente:




100

B+2L+ C=9 (I
2L+2C =11 (D)
3C = 10,50 (I11I)
Resolvendo primeiramente a equagéo (1), teremos:
I111) 3C = 10,50
10,50
-3

C =350
Substituindo o valor C na equacdo (1), encontraremos o valor de L:
IN2L+2C=11
2L+2.350=11

2L+7 =11
2L=11-7
2L =4
L_4
T2
L=2

Por fim, substituindo os valores de C e L na equagdo (I), encontraremos o valor de B:
DB+2L+C=9

B+22+350=9

B+4+350=9

B+750=9
B=9-7,50
B =1,50

Portanto, a borracha custa R$ 1,50, o lapis R$ 2,00 e a caneta custa R$ 3,50.

Fonte: Elaborado pelo autor

Com a acdo de articulacdo das estratégias de contetdo finalizamos a etapa de uso do
problema como ponto de partida proposta por Proenca (2021). Agora é o momento da formagao

do conceito proposta pelo autor.

3.4.2 Formacao do conceito

Apbs os alunos terem contato com o contetdo de SL, Proenca (2021, p. 09) nos lembra
que “a etapa seguinte é a de levar os alunos a formarem o conceito, ou seja, aprenderem e
desenvolverem a compreensao sobre o conceito”. Assim, elaboramos as aulas dessa etapa
objetivando que os estudantes compreendessem o conceito de equacdo linear — EL e sua solugéo
(aula 5) e ainda o conceito de SL e sua solugéo (aula 6).

Pensamos para essas aulas, que de posse da folha de atividades entregue no inicio das
atividades, que os estudantes poderiam trabalhar em duplas de modo que pudessem
compartilhar seus conhecimentos prévios e adquiridos durante as aulas. As duas proximas

subsecdes explicam as atividades empregadas nas aulas 5 e 6.
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3.4.2.1 — Aula 5: conceituando equacao linear e sua solucéo

A aula 5 objetivou conceituar com os alunos as caracteristicas de uma EL e de sua
solucdo. Acreditamos ser importante a conceituacdo de uma EL pois o conjunto de equacdes
lineares é que formam um SL que também pode ser chamado de sistema de equacdes lineares.

Por isso iniciamos com a Atividade 1 que pode ser vista no Quadro 20 a seguir:

Quadro 20 — Proposta da atividade 1.

Aula 5 — Conceituando Equacéo Linear
Equacéo Linear
Antes de aprendermos mais sobre sistemas lineares, se faz necessario que vocé entenda o conceito
importante de equagdes lineares. Para isso, faca a atividade a seguir:
Atividade 1:
a) No quadro 1 abaixo, observamos exemplos de equacdes que podemos chamar de lineares:
QUADRO 1
Dx+4y =10

Il)a+2b+c:_?1

m
1) o = 4n = =25

IV)V3x-115y+mz=7
Quais caracteristicas vocé observa que uma equagdo linear PODE ter?

b) Agora, no quadro 2 temos equacdes que NAO SAO lineares:
QUADRO 2

Nx.y.z=8

1) a2+ 2b3 + ¢ = —9
5
1) = +10u—v* =0

IV)V3d2-95w+mz=7

Quais  caracteristicas vocé observa que uma equagdo linear NAO PODE ter?

Fonte: Elaborado pelo autor

No Quadro 20 é apresentada a Atividade 1 — item a em que é dado o quadro 1 no qual
os alunos se depararam com equacgdes que séo lineares e foi solicitado aos estudantes que
identificassem as caracteristicas que observaram e que sdo inerentes a essas equacoes lineares.

Ja na Atividade 1 — item b foi disponibilizada no Quadro 2 com equagdes que ndo sdo lineares
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e, da mesma forma, solicitou-se que os individuos identifiguem quais as caracteristicas de
equacOes que ndo sdo lineares. Pensamos que desse modo o aluno poderia compreender o
conceito do que é e 0 que ndo é uma EL, explorando suas diferentes e possiveis representacdes,
conforme apregoa Proenca (2021). A ideia para essa atividade foi disponibilizarmos um tempo
para que os estudantes fizessem as atividades em seus grupos com o professor auxiliando
aqueles estudantes que tivessem dificuldades e, ao final desse tempo, que se fizesse na lousa a
construcdo de um consenso da turma com relagéo as respostas dos itens a e b.

Dessa forma, essa atividade veio ao encontro ao apontamento feito por Proenca (2021)
pois permitiu aos alunos pudessem apresentar o conceito (construto mental) evidenciando as
caracteristicas do conceito de EL por eles evidenciadas. Ja em relacdo a ampliacdo do conceito
de EL, foram propostas as Atividades 2, 3 e 4. Tais atividades podem ser visualizadas no Quadro

21 abaixo:

Quadro 21 - Proposta das atividades 2, 3 e 4.
Atividade 2: Assinale quais equacdes abaixo sdo lineares, em seguida justifique porque as demais equacdes
n&o sdo lineares.

2.1
A()x+y+z=10
B)( )a® + b +ve=25
C) ( ym+np=10
Justificativa:

2.2
D) ( Ja* +b* =10

EY( ) x+y—-9z =§

10
Justificativa:

2.3

G)( )xyz =27

H) ( )?n_"qzﬁ

D ( )Z+ 3,5n—5p=-1

Justificativa:

Solucdo de uma Equacéo Linear
No ensino fundamental, vocé aprendeu que a solugdo de uma equacgdo do 1° grau torna a equagao uma
sentenca verdadeira. Assim, se temos a equacdo X + 4 =5, para x=1 temos que 1 + 4 =5¢ 1 é a solucdo
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dessa equagéo. De maneira analoga, podemos pensar a solugdo de uma equagcao linear. E o que faremos nas
atividades a seguir.

Atividade 3

a) Na equacdo linear x + y = 10, quais valores para x e para y tornam a equacdo linear uma sentenca
verdadeira?

b) E na equacdo linear a + b — ¢ = 0, quais valores para a, b e ¢ tornam a equacao linear uma sentenca
verdadeira?

c) O que significam para as equagoes lineares os valores numéricos que as tornam em sentencas matematicas
verdadeiras?

d) Observando os itens a e b 0 que vocé pode observar em relacdo a quantidade de solugdes de uma equacao
linear?

Atividade 4

a) Na equagcdo linear d + e = 8, se considerarmos d = -2 e e = -6, terei a solucdo dessa equacdo? Justifique.
b) Dada a equacéo linear x-y+z = 9. Aponte 2 valores para x, y e z que sdo solugdes dessa equacdo linear e
2 valores de x, y e z que néo sdo solugdes dessa equacao linear.

c) Sejam os numeros 2 e 10, escreva uma equacdo linear na qual esses dois nimeros sejam solugoes.

Fonte: Elaborado pelo autor

Por meio da Atividade 2 apresentamos varia¢es do conceito que permitem ampliar a
compreensdo conceitual de EL por meio de exemplos e ndo exemplos. Desse modo, nessa
atividade os alunos deveriam assinalar as equacgdes que sdo lineares e justificar por escrito
aquelas que ndo sdo lineares. Para tanto, apresentamos equacdes com incdgnitas de diferentes
graus e coeficientes numéricos com diversas formas matematicas de nimeros reais. Para essa
atividade, as incognitas foram apresentadas com diferentes letras de nosso alfabeto objetivando
uma forma de mostrar as variagdes do conceito que esta sendo aprendido.

Ato continuo, as Atividades 3 e 4 tém por objetivo conceituar a solugdo de uma EL.
Antes dessas atividades, apresentamos um pequeno texto introdutério visando levar os
estudantes a refletirem sobre a solucdo de uma equacdo do 1° grau de modo a usar esse
conhecimento prévio para conceituar a solucdo de uma EL. Assim, na Atividade 3 - itensae b
- questionamos os estudantes quanto aos valores que tornam as equacdes lineares em sentencas
matematicas verdadeiras, trabalhando tanto com equacgdes lineares com 2 e 3 incognitas,
respectivamente. Ja no item c, perguntamos qual o significado dos valores numéricos que
tornaram as equacdes lineares em sentencas matematicas verdadeiras. Pretendiamos com isso,
favorecer a construcao do conceito (construto mental) dos alunos em relacao ao significado da
solugéo de uma EL, pois as solugbes de uma EL s&o as que a tornam em uma sentenga
matematica verdadeira. Por fim, no item d queremos levar os discentes a perceberem que uma
EL possui infinitas solugdes.

Ja na Atividade 4 pretendiamos levar os alunos a identificarem variagdes do conceito de

solugéo de uma EL realizado por meio de exemplos e ndo exemplos ampliando desse modo, a
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compreensdo do conceito aprendido. Desse modo, no item a apresentamos valores que ndo eram
solucdo da EL e pedimos para justificar. No item b foi disponibilizada uma EL com 3 incognitas
e solicitado que se encontre duas solugdes e duas ndo-solucdes para essas equacgdes. Finalmente,
no item ¢ foram dados dois valores numéricos e 0 comando € para que 0s alunos escrevessem
uma equacao linear na qual tais valores representem a sua solucéo.

Partindo das ideias conceituais de EL e da solugdo de uma EL, os alunos se tornaram
aptos a conceituarem um SL e a solucdo de SL, tais conceitos foram explorados na aula

seguinte.
3.4.2.2 — Aula 6: conceituando sistema linear e a solu¢éo de um sistema linear

Apds os estudantes terem contato com o conceito envolvendo as caracteristicas de uma
EL e ainda de sua solucéo, nessa aula buscamos construir o conceito de SL e da solucédo de um
SL. Para tanto, fizemos uso das Atividades 5, 6 e 7. Essas atividades estdo disponiveis abaixo

no Quadro 22:

Quadro 22 - Proposta das atividades 5 a 8.

Atividade 5:
Vamos retomar os sistemas de equacgdes lineares que vimos nas aulas anteriores:
Sistema linear da Situacéo 1:
b+1=38
2b + 41l = 27,50

Sistema linear da Situacéo 2:
B+2L+ C=9
2L+2C =11
3C =10,50

Responda:
Quiais caracteristicas vocé observa na forma matematica de um sistema linear?

Atividade 6: Dé um exemplo:
a) De um sistema linear com duas equacdes e duas incognitas.

b) De um sistema linear com trés equacdes e trés incognitas.

Atividade 7:
a) Na aula anterior vocé compreendeu o conceito de solu¢cdo de uma equacdo linear, agora como vocé
explicaria o que é a solucgao de um sistema linear?
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b) Com base na sua resposta do item anterior, encontre a solucdo do sistema linear abaixo e explique com
suas palavras o significado a solucdo que vocé encontrou.

{x +y=5
x—y=1
Atividade 8

Tendo por base o0 que vocé estudou nas duas Ultimas aulas. Escreva com suas palavras, o que vocé compreende
por:

a) Equacdo linear:
b) Solucdo de uma equacéo linear:
¢) Sistema Linear:
d) Solucéo de uma equacdo linear:

Fonte: Elaborado pelo autor

No Quadro 22 observamos a Atividade 5 a qual teve como objetivo retomar com 0s
estudantes a forma matematica de SL vista ao final da Etapa 1 de nossa organizacédo de ensino.
Tal momento da aula, buscou fazer uma conexdo entre o entendimento ja construido pelos
alunos sobre SL com a Etapa 2 de formagéao do conceito de SL. Desse modo, apresentamos um
questionamento aos estudantes sobre quais caracteristicas eles observaram nos dois SL vistos
nas situacdes 1 e 2 das aulas da Etapa 1. Dessa maneira, esperavamos que 0s alunos apontassem
as formas, ideias matematicas e conteddos que eles acreditavam ser inerentes aos dois SL
apresentados. Foi um momento no qual que os alunos que estavam dispostos em duplas
poderiam explanar suas ideias sobre esse conceito e, caso necessario, poderiam abrir discussdes
coletivas de modo a se alcancar um consenso. Ainda no Quadro 22 por meio da Atividade 6
solicitamos que ap0s caracterizem um SL na atividade anterior, que eles dessem exemplos de
um SL com duas equacBes e duas incognitas — item a e um SL com trés equacles e trés
incognitas — item b.

Dando prosseguimento, a Atividade 7 buscou ampliar com os estudantes a compreensao
da solucdo de uma EL para um SL. Dessa maneira, no item a questionamos como 0 conceito
de solucdo de uma EL pode ser visto para um SL. No item b foi solicitado que os alunos
encontrassem a solucdo de um SL com duas equagdes e duas incognitas, 0s quais deveriam ter
encontrado x=3 e y=2 cuja resposta esperada era que dissessem que esses valores tornam as
duas equacgdes do SL em duas sentengas matematicas verdadeiras.

Buscando finalizar a etapa 2 de formacéo de conceito de nossa organizacdo, a Atividade
8 procurou levar os estudantes a sintetizaram sobremaneira os conceitos vistos nas aulas 5 e 6
e encaminha-los para as aulas da etapa 3 na qual o contetdo foi definido de maneira formal.

Esse foi um momento da aula na qual os estudantes puderam ndo sé responder na folha de
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atividades como também debater entre si de modo a chegarem a um consenso das ideias
conceituais (construto mental) de EL e SL que aprenderam nas aulas. Para tanto, na Atividade
8 — item a solicitamos que os alunos escrevessem com suas palavras o que compreendem por
EL e no item b a sua compreenséo sobre a solucdo de uma EL. Do mesmo modo, no item c foi
solicitado que escrevessem o que compreenderam em relacdo a SL e no item d que dissertassem
sobre & sua compreensdo relativa a solugdo de um SL.

Finalizando as aulas 5 e 6 da etapa de formacgdo do conceito, chegamos a etapa de

definicdo do conteudo a qual explanaremos na subsecéo a seguir.

3.4.3 Defini¢édo do contetudo

Proenga (2021, p. 09) aponta que para esta etapa “as aulas devem focar sobre a definigcdo
matematica do conteido, de modo a inserir 0s alunos no entendimento da linguagem simbdlico-
formal. Isso implica em abordar tanto a definicdo do conceito matematico [...] quanto os
procedimentos algoritmicos de resolugao”. Deste modo, das aulas 7 a 14 desta organizagéo de
ensino, buscamos trabalhar: as definigdes formais de uma EL e suas solugdes; a definigéo,
classificacdo, solucdo e os métodos de resolucdo de um SL.

3.4.3.1 — Aula 7: apresentando a definicdo formal de uma equacéo linear e a definicdo formal

da solucéo de uma equacao linear

Para a aula 7 teve inicio questionando verbalmente os alunos para que apontassem as
caracteristicas vistas por eles nas aulas anteriores concernentes aos conceitos do que € uma EL,
retomando assim 0s conceitos compreendidos na etapa anterior. Apds esse momento,
apresentamos a defini¢do formal de EL e da solucdo de uma EL, ambas propostas por lezzi et
al. (2016). Buscamos criar uma abordagem na qual ao apresentarmos a linguagem simbolico-
formal de EL e suas solugdes, pudéssemos relaciond-las com as definigdes conceituais
apontadas pelos estudantes nas aulas 5 e 6 da etapa anterior de formacéo do conceito. O Quadro
23 a seguir, nos mostra sobre a Atividade 9 que diz respeito a definicdo formal de uma EL.:

Quadro 23 - Proposta da atividade 9.

Defini¢do formal de Equagéo Linear
Equacdo linear nas incdgnitas *; *-.... %y € toda equacao do tipo:
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oy Xy .t ayx, = b

em que & @8y e b sdo coeficientes reais. Chamamos b de coeficiente (ou termo) independente da
equacdo (IEZZI ET AL., p. 97, 2016).

Atividade 9: Em cada equacdo linear, determine os coeficientes e o termo independente.

a)5x; +x, —4x; =8

Coeficientes:
Termo independente:

by x+2y—3z=5
Coeficientes:
Termo independente:

¢)a+7b—V3c+4=0
Coeficientes:
Termo independente:

w
d) £-y=6
Coeficientes:
Termo independente:

e) 18x+my=2z+3
Coeficientes:
Termo independente:

Fonte: Elaborado pelo autor

No Quadro 23, vemos a proposta na qual apresentamos a definigdo formal de EL para,
em seguida, solicitar a realizacdo da Atividade 9 na qual os estudantes deveriam identificar em
cada EL, os coeficientes e o termo independente. Aproveitamos nessa atividade para
colocarmos coeficientes e termos independentes que sao nimeros naturais, NUMeros positivos
e negativos, fragdes, nimeros decimais e nimeros irracionais. Ja em relagdes as variaveis
também mudamos a nomenclatura das incognitas, sendo uma hora x, y e z, outra hora a, b, e ¢
e assim por diante. Também nos itens ¢ e e sdo apresentadas EL nas quais as incognitas ou
coeficientes devem ser manipulados antes da determinacdo de seus coeficientes e termos
independentes. Isso permite o entendimento de variacdes do conceito e uma ampliacdo de
compreenséo conceitual conforme a ideia de Proenga (2021).

Ap0s essa atividade, foi dada a definicdo formal de solucdo de uma EL, em seguida,

apresentamos as Atividades 10, 11 e 12 que podem ser vistas no Quadro 24 seguir:

Quadro 24 - Proposta das atividades 10, 11 e 12.

Definigdo formal da soluc@o de uma equacéo linear
Dizemos que a sequéncia de nUmMeros reais (e, e.. ..., a,) € Solucdo da equacio a; x; +a,x, + a,x, =b

Se a Sentenca a, o, + a- w. + - + a, &, = & fOr verdadeira, isto €, quando, na equagéo dada, substituimos
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X1 pOr ai, Xz por ay, ..., Xn POT an €, apds efetuarmos as operagdes indicadas, obtemos uma sentenca verdadeira
(IEZZI ET AL., p. 98, 2016).

Atividade 10: Verifique se os pares ordenados sdo solugdes da equacéo linear 3x -y = 0.
a) (1,3)

b) (-2, 5)

c) (4,12)

Atividade 11: Verifique se as triplas ordenados séo soluc@es da equacdo linear x -2y +z= 1.
a) (5,2,0)
b) (3! _11 4)

Atividade 12: Encontre uma solucéo para a equacao x - 4y = 3.

Fonte: Elaborado pelo autor

Observamos pelo Quadro 24, a apresentagdo da Atividade 10 para que os alunos
verificassem se 0s pares ordenados eram solucBes e da mesma maneira, na Atividade 11 para
verificarem se as triplas ordenadas eram solucdes. Dessa forma, os discentes poderiam verificar
os exemplos e ndo-exemplos de solucdo de uma equacdo linear. Por fim, a Atividade 12 buscou
fazer com que os individuos encontrassem a solugdo para a EL. A resolucdo dessas atividades
foi feita numa abordagem na qual os individuos compreendessem a relacdo entre a definicdo
formal de solucdo de uma EL com a formacéo conceitual que tiveram na etapa anterior. Dessa
maneira, conforme aponta Proenca (2021), buscamos propor nessa aula um debate coletivo
sobre os entendimentos dos estudantes em relacdo a estrutura matematica apresentada com as
representacdes de exemplos e ndo exemplos que foram vistos pelos estudantes durante a

formacédo conceitual (nas aulas 5 e 6).

3.4.3.2 — Aula 8: apresentando a definicdo de sistema linear 2x2, sistema linear mxn e solucéo

de um sistema linear

Esse momento teve como objetivo, apresentar a defini¢do formal de SL do tipo 2x2, SL
do tipo mxn e a solugdo de um SL. Nessa aula usamos para a exposi¢do da aula um projetor
multimidia, o software Openboard e uma mesa digital para escrever manualmente. Pensamos
que essa variagdo de recursos didaticos ajuda a tornar a aula mais interessante sem perder 0s
objetivos de ensino e aprendizagem pré-estabelecidos. O Quadro 25, mostra como

apresentaremos aos estudantes a folha de atividades proposta para essa aula:

Quadro 25 - Proposta das atividades 13, 14 e 15.
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Sistema Linear 2x2
Um sistema linear 2 x 2, nas incognitas x e y, € um conjunto de duas equagdes lineares em que X e y sdo as
incognitas de cada uma dessas equagoes (IEZZI et al., p. 101, 2016).

Atividade 13: Assinale quais sistemas lineares sdo 2x2 nas incdgnitas x e y:

x+2y=4 —x+3y+5z=1
A)(){Sx—y=—9 B)(){7,3x+2y—2=8
X+6y+z=-6
x—7=3
C)(){x+5y+4z=2 » O {0
3x+2y=1

Sistema Linear m x n
Um conjunto de m equacdes lineares e n incognitas Xy, ¥z.... Xy é chamado sistema linear m x n (IEZZI

etal., p.103,2016).

Atividade 14: Determine o tipo dos sistemas lineares m x n com m equagdes lineares e n incognitas:

Ix+2y+z= -1 Resposta:
x+3y—6z=15

x+7y+2z =10
A>{

—a+3b+5c=1

B) {7.3 a+2b—c=8 Resposta:
m+6n=-—6

) ym+5n=2 Resposta:

D) {Sx +y=0 Resposta:

Solucéo de um sistema linear
Dizemos que a sequéncia de nimeros reais (g, e.,....a, ) € S0lu¢do de um sistema linear de n incognitas

se € solucdo de cada uma das equacGes do sistema (IEZZI et al., p. 103, 2016).
Atividade 15: Verifique se o par ordenado (5,2) € solucdo dos sistemas lineares abaixo:

x+y=7
4) {2x—3y= 4

x—y=3
B){3x+y=8

Fonte: Elaborado pelo autor

Sobre 0 Quadro 27 acima, nele apresentaremos a defini¢do de um SL 2x2 e a Atividade
13 para que a turma pudesse identificar quais tinham essa caracteristica. Apos essa atividade,
foi apresentada ainda a definig&o formal de um SL do tipo m x n seguido da Atividade 14. Nessa
atividade, eles deveriam identificar os tipos de sistemas apresentados, permitindo a
compreensdo das variagdes e exemplos do conceito recém explanado.

Finalizando essa aula foi apresentada a definicdo formal de solucdo de um SL partindo
da definicdo dada por lezzi et al. (2016). Em seguida, trabalhamos a solucéo de um SL 2x2 por
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meio de verificacdo na Atividade 15. Tal atividade também foi aberta a um debate coletivo
entre o conceito de solucdo de EL (visto na etapa anterior) ampliado para o conceito de solugéo
de um SL em relacdo a estrutura matematica e suas representa¢des. Pois em um SL, a solugéo

de uma EL € comum para todas as EL do SL.

3.4.3.3 — Aula 9: apresentando a classificagcdo de um sistema linear e resolugéo de sistemas

lineares 2x2 pelo método da adicéo

Dando prosseguimento, na aula 9 conceituamos as classificagdes de um SL em relacéo
a sua quantidade de solucbes (SPD, SPI e SlI). ApGs apresentarmos essas classificacdes,
apresentamos o método da adicdo para resolver um sistema linear 2x2 de modo que na resolugéo
da atividade se aponte a classificacdo dos exemplos apresentados em relacdo a quantidade de
solucdes. Observamos aqui, que os estudantes deveriam ter aprendido tal contetdo no 8° ano
do EF. Nas aulas, ocorreu de alguns alunos saberem tal contetido, outros saberem parcialmente,
outros ndo terem aprendido ou terem esquecido. De qualquer forma, o professor explanou
detalhadamente os algoritmos do método da adicdo para todos os alunos. 1sso se fez por meio

da Atividade 16 visualizada no Quadro 26 a seguir:

Quadro 26 - Proposta da atividade 16.
Classificacdo de um Sistema Linear
A tabela a seguir apresenta as classificacoes, abreviaturas possiveis de um sistema linear em relagdo a sua
solucéo:

Classificacio Abreviatura Solucéo
Sistema Possivel e Determinado SPD Admite uma Unica solugdo.
Sistema Possivel e Indeterminado SPI Admite infinitas solucdes.
Sistema Impossivel Sl N&o admite solugdes.

Resolucdo de Sistemas Lineares 2x2: Método da Adigédo

No 8° ano do Ensino Fundamental, vocé aprendeu sobre sistemas de equagdes do 1° grau (sistema linear) com
duas incognitas. Agora, vamos retomar a resolucéo de sistemas dessa natureza. No ensino fundamental, sdo
apresentados 3 métodos de resolucdo para sistemas lineares com duas incognitas: método da comparacéo,
método da substituicdo e método da adicdo.

Agora juntamente com o professor, vamos revisar como resolver sistemas lineares 2x2 por meio do método
da adicdo. Vamos la.

Atividade 16: Com a ajuda do professor, resolva e classifique os sistemas lineares abaixo usando o método
da adicéo.

x+y=5 a+2b=6 { x+y=5 t+w=10
4 {2x—y=4 B>{3a—b=11 O 2x—2y =-10 D){t+w= 8

Agora, é a sua vez. Caso tenha dificuldades, peca ajuda ao professor.
x+y=38 { m+n=-2 { a+b=9
E){ZX+y=14 F) 3m+3n= —6 G) 2a+2b=1
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Fonte: Elaborado pelo autor

Por meio do Quadro 26, é possivel verificar que na Atividade 16 foram apresentadas a
resolucdo de 2 SL do tipo SPD (itens a e b), um SL do tipo SPI (item c) e um SL do tipo Sl
(item d). Na mesma atividade, foi solicitado aos estudantes que fizessem os itens e (SL do tipo
SPD), f (SL do tipo SPI) e g (SL do tipo SI). Com a resolugdo desses trés ultimos itens da
Atividade 16 esperdvamos que os estudantes ampliassem e tivessem uma melhor compreenséo
dos contetdos abordados nos itens a, b, ¢ e d.

O intuito que os discentes apreendam e compreendam o método de adicdo foi de
prepara-los sobremaneira para que aprendessem o método do escalonamento sem grandes
dificuldades nas aulas seguintes. A técnica algébrica usada pelo método da adi¢do tem ideias
muito simulares a técnica algébrica do escalonamento, haja visto a multiplicacdo de equacdes
por um numero real e a soma e a subtracdo de equacBes de um mesmo SL. Além disso,
pensamos que, ao trabalharmos os sistemas SPI e SI com um SL do tipo 2x2, facilitaria a
compreensdo do conceito de resolucdo ao se trabalhar SL do tipo 3x3 com 3 incAgnitas e 3
variaveis. Todo esse processo vai de encontro a ideia dos PCNs (BRASIL, 1998) que apontam
qgue o docente deve buscar estender os conhecimentos que o estudante ja possui sobre a

resolucédo de sistemas de equacdes do tipo 2x2 para SL com 3 equaces e 3 incognitas.

3.4.3.4 — Aulas 10 e 11: apresentando o teorema de Cramer e sistemas lineares 3x3

Nas aulas 10 e 11 apresentamos a defini¢do do teorema de Cramer para SL do tipo 2x2
usando o referencial tedrico de Amson, Aguiar Filho e Jamal (2012). Ato continuo, aplicamos
esse teorema por meio da Atividade 17. Salientamos aqui que o contetido anterior ao de SL
visto pelos alunos foi o de Determinantes, justamente o requerido para ser usado no teorema de
Cramer, espera-se, portanto, que os alunos ja tenham tomado posse desse conceito matematico.
Outro ponto a se observar, é que trabalhamos primeiramente esse teorema para um SL do tipo
do 2x2, de modo a facilitar a compreensao de seu algoritmo para, em seguida, aplica-lo para
resolucdo de um SL de 3 equagdes e 3 incdgnitas. O Quadro 27 mostra como foi abordada a

definicdo do teorema de Cramer e a realizacdo da Atividade 17:
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Quadro 27 - Proposta da atividade 17.

Teorema de Cramer

Na aula anterior vocé aprendeu a resolver um sistema de equacGes do 1° grau (sistema linear) com duas
incognitas por meio do método da adicdo. Nesta aula vocé ira aprender o teorema de Cramer. Por meio deste
teorema, vocé pode resolver sistemas possiveis e determinados (SPD) fazendo o uso de determinantes. Veja a
seguir, segundo Amson, Aguiar Filho e Jamal (2012) o que diz o teorema de Cramer:

ax+ biy= ¢

Seja o sistema { ax+ by = c

Sejam:
a; b . . .
D = @ b O determinante da matriz dos coeficientes
2 2
b . . Lo .
D, = zl bl O determinante da matriz de substituicdo dos termos independentes na 12 coluna
2 2
a [ . . e e -
D, = |a; C;| O determinante da matriz de substituicdo dos termos independentes na 22 coluna

O teorema de Cramer afirma que, para D+ 0 entdo: x = % ey = %y (AMSON; AGUIAR FILHO; JAMAL,
p. 86, 2012).

Atividade 17: Agora o professor ira lhe apresentar o Teorema de Cramer. Por meio deste teorema, resolva e
classifique os sistemas lineares 2x2 a seguir:

{x+2y=2 B {5x+y=6
) 3x+y=11 ) —x+ 2y = 12

Fonte: Elaborado pelo autor

Na segunda parte da aula foi apontada a definicdo formal de SL do tipo 3x3 seguida da
Atividade 18, ampliando assim, o0 uso do teorema de Cramer de um SL 2x2 para uma SL 3x3.

O Quadro 28 elucida como esse momento da aula foi trabalhado:

Quadro 28 - Proposta da atividade 18.

Sistemas Lineares 3x3

Agora, comecaremos a estudar os sistemas lineares 3x3 que sdo aqueles que apresentam 3 equacles e 3
incdgnitas. Na maioria das vezes, as incégnitas usadas sao X, y e z. Mas podem aparecer nos livros didaticos e
vocé pode usar outras letras sempre que desejar. Esses sistemas também podem ser resolvidos pelo Teorema
de Cramer, desde que sejam sistemas possiveis e determinados (SPD).

Atividade 18: Resolva os sistemas lineares abaixo usando o Teorema de Cramer. Peca ajuda ao seu professor
caso encontre dificuldades.

xX+y+z =6 x+2y+z =9 2x—y+z =3
A) j2x+y—z=1 B) 3x+y= -5 )y x+y+2z= 9
dx+y+2z= 12 2y+z=11 —x+3y+z=17

Fonte: Elaborado pelo autor
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Nessas aulas 10 e 11 os alunos foram dispostos em duplas, de maneira que se ajudem
mutuamente ao resolverem as atividades propostas, trocando informacges e conhecimentos pré-

adquiridos e/ou adquiridos com a aula em andamento.

3.4.3.5 - Aula 12: apresentando os sistemas escalonados

Na aula 12 apresentamos a defini¢do formal de SL escalonados de Amson, Aguiar Filho
e Jamal (2012) e exemplificamos por meio do Exemplo 1. Dando prosseguimento,
apresentamos os 2 tipos de SL escalonados, a saber: quando o nimero de equacoes é igual ao
namero de incdgnitas e o SL € SPD; e, quando o nimero de equacdes € menor que o0 nimero
de incognitas e o SL é SPI. Para esses 2 tipos, resolvemos com o0s estudantes os exemplos 2 e
3, respectivamente. Para uma melhor compreensdo da definicdo desse contetdo, solicitamos
aos estudantes que fizessem a Atividade 19. O Quadro 29 elucida como foi feita a abordagem

de ensino nessa aula:

Quadro 29 — Proposta dos exemplos 1, 2 e 3 e da atividade 19.

Sistemas Escalonados
Consideremos um sistema linear onde em cada equacdo ha pelo menos um coeficiente ndo nulo. Diremos que
0 sistema esta na forma escalonada (ou escalonado) se o nimero de coeficientes nulos, antes do primeiro
coeficiente ndo nulo, aumenta de equacéo para equacdo (AMSON; AGUIAR FILHO; JAMAL, p. 88, 2012).

Exemplo 1: Veja os exemplos de sistemas escalonados a seguir.

x+y+z=7 a+b—3c =5 3 —
+n+p=8
Nl 2y-—z=1 B)! b+c=3 C){ ’Z”m_”6pp: e
4z = 12 4z = 12

Temos 2 tipos de sistemas escalonados:

1° tipo) NUmero de equagdes é igual ao niUmero de incdgnitas:

Quando isso acontece, o sistema é possivel e determinado (SPD). Obtemos o valor de cada incOgnita
resolvendo o sistema “de baixo para cima”.

Exemplo 2: Faca com seu professor o exemplo de sistema escalonado do 1° tipo a seguir:

x+y+z =3
2y+ z= 2
5z= 10

2° tipo) NUmero de equagdes é menor que 0 numero de incégnitas:

Nesse caso, escolhemos as incognitas que ndo aparecem no comego de nenhuma equacao (variaveis livres) e
as transpomos para 0 2° membro (AMSON; AGUIAR FILHO; JAMAL, p. 88, 2012).

Em seguida, para cada variavel livre atribuimos um valor arbitrario e resolvemos o sistema nas incdgnitas do
1° membro. O fato de atribuirmos valores arbitrarios a algumas das incégnitas faz com que o sistema tenha
mais do que uma solucéo e seja, portanto, indeterminado (AMSON; AGUIAR FILHO; JAMAL, p. 88, 2012).

Exemplo 3: Acompanhe com o professor a resolucdo do exemplo de sistema escalonado do 2° tipo abaixo:
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{x+y+22=10

y+z= 5
Atividade 19: Agora € a sua vez, resolva e classifique os sistemas escalonados a seguir.
A){2x+y+z=f B){x+y+3z=7
y—z= -
+z= 6
4z = 4 yre

Fonte: Elaborado pelo autor

Durante a realizacdo dessa atividade, buscamos tirar davidas em relacdo a
procedimentos e calculos incorretos ou incompletos. Um dos objetivos dessa aula foi que os
estudantes compreendessem o que é um sistema escalonado para que nas proximas aulas
identificassem um SL ndo escalonado e compreendessem que teriam que fazer o processo de

escalonamento para sua resolucao.

3.4.3.6 — Aulas 13 e 14: escalonamento de sistemas lineares

Nas aulas 13 e 14, continuamos com o trabalho com os estudantes dispostos em duplas.
Para introducdo do assunto matematico de escalonamento, apresentamos os Teoremas 1 e 2 de
Amson, Aguiar Filho e Jamal (2012) que s&o importantes para serem aplicados nos algoritmos
de resolucdo por escalonamento.

Visando ampliar a definicdo do conteddo de SL no que concerne a resolucdo de SL do
tipo 2x2 para SL do tipo 3x3, na Atividade 20 foram trabalhados os escalonamentos de SL,
todos do tipo 3x3, sendo: um SPD (item a), um SPI (item b) e um Sl (item c). Nas explanacdes
dos algoritmos de resolucdo por escalonamento fizemos uma conexdo com o método de adicdo
estudado na aula 9, faremos o debate coletivo sobre como o procedimento € analogo seja quando
o SL é SPD, quando o SL é SPI (que devemos escolher uma variavel livre) e quando o SL é Sl
(ndo tem solucdo). Por fim, os itens d e e, sdo respectivamente um SL SPD e um SL SPI, os
quais solicitamos aos estudantes para que resolvessem de modo a praticarem o que foi
explanado nos itens anteriores. O Quadro 30 traz a luz as atividades propostas aos estudantes

para essas aulas:

Quadro 30 - Proposta da atividade 20.

Escalonamento de Sistemas

Antes de falarmos de escalonamento de sistemas lineares precisamos aprender o conceito matematico de
sistemas equivalentes seguido de 2 teoremas importantes.

Sistemas equivalentes: sdo aqueles que possuem a mesma solugéo.

Teorema 1: Multiplicando-se os membros de uma equacéo qualquer de um sistema S, por um nimero k # 0,
0 novo sistema S’ serd equivalente a S.
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Teorema 2: Se substituirmos uma equacdo de um sistema S, pela soma membro a membro, dela com uma outra

multiplicada por um nimero obteremos um sistema S’ equivalente a S.
(AMSON; AGUIAR FILHO; JAMAL, 2012)

Atividade 20: Escalone, classifique e resolva os sistemas lineares abaixo:

x+2y+z = 8 2x+y—z = 8 x+y+z =6
4) {2x+5y—z= 9 B){ x=3y=0 C) {3x—y+z= 2
3x+y+z=8 3x—2y—z= 2 dx +4y+4z=2
x+2y+z=3 x+y+z=1
D){Zx—3y—z=4 E){Zx+y—3z=4
3x—y—2z=1 3x+2y—2z=5

Fonte: Elaborado pelo autor

Com a Atividade 20 findamos todos os contetdos previstos de SL e chegou a hora de
aplicarmos o que foi aprendido em novos problemas. Foi 0 momento da etapa 4 de aplicacao
em novos problemas proposta por Proenca (2021), a qual dissertaremos na proxima secao.

3.4.4 Aplicagdo em novos problemas

Nas aulas 15 a 18 trabalhamos a etapa que objetivava aplicar os conceitos e os contetidos
que foram aprendidos na resolugdo de novos problemas. Proenga (2021, p. 10) preconiza 0s
pontos importantes para 0 bom andamento de sua proposta para esse momento:

Nesta etapa, as aulas devem ser elaboradas com base na utilizacdo de uma variedade
de novas situag¢des (‘novos problemas’ ou possiveis problemas), as quais visam a
transferéncia da aprendizagem pelos alunos do conceito matematico, bem como dos
procedimentos algoritmicos estudados Essas atividades tém por finalidade transferir
a aprendizagem dos estudantes do conceito matematico e dos métodos algoritmos que
estudaram nas etapas anteriores (PROENCA, 2021, p. 10).

Diante de tais apontamentos, nas subsecdes que seguem, buscaremos descrever como

se deu a abordagem de ensino visando o conteudo trabalhado de SL.

3.4.4.1 — Aulas 15 e 16: problemas envolvendo sistemas lineares

Nas aulas 15 e 16, apresentamos a Atividade 21 contendo 5 problemas que foram
baseados em duas questdes de ENEM e trés questbes de vestibulares. Um dos motivos de adotar
essas situagbes matematicas € envolver os alunos do 2° ano que na grande maioria, prestardo a

prova do ENEM e de vestibulares no ano seguinte, apds concluirem o EM. Verificamos ainda,
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que as questdes propostas trazem consigo aspectos da vida cotidiana em seus enunciados. Em
relagdo a questdes do ENEM, estas envolvem questdes de competéncias e habilidades previstas
durante a elaboracdo dessa prova. As situacbes matematicas que escolhemos, acreditamos
abordarem a perspectiva de serem um problema advinda das ideias de Proenca (2018). Para que
isso ocorresse de maneira completa, suprimimos as alternativas de todas as questdes propostas.

O Quadro 31 mostra sobremaneira as atividades que foram trabalhadas com os estudantes:

Quadro 31 — Proposta da atividade 21.

Problemas envolvendo sistemas lineares

Ap0bs aprender os conceitos e contelidos que permeiam sistemas lineares, nesta aula vamos resolver alguns
problemas de vestibulares e de ENEM que envolvem este conteldo. As alternativas das questdes foram
suprimidas de maneira a alcancar melhor os objetivos previstos para essa aula.

Atividade 21: Transforme os enunciados das questdes a seguir em um sistema linear (naqueles que ainda ndo
tem). Em seguida, resolva os sistemas usando o teorema de Cramer ou a técnica algébrica de escalonamento
que vocé aprendeu nas aulas anteriores.

A) (ENEM/2015 - Adaptada) Uma barraca de tiro ao alvo de um parque de diversGes dard um prémio de R$
20,00 ao participante, cada vez que ele acertar o alvo. Por outro lado, cada vez que ele errar o alvo, devera pagar
R$ 10,00. Nao ha cobranca inicial para participar do jogo. Um participante deu 80 tiros e, ao final, recebeu R$
100,00. Qual foi 0 nUmero de vezes que esse participante acertou o alvo?

B) (FUVEST/1992 - Adaptada)

Carlos e sua irmd@ Andreia foram com seu cachorro Bidu a farmécia de seu avd. L& encontraram uma velha
balanga com defeito, que sd indicava corretamente pesos superiores a 60 kg. Assim, eles se pesaram dois a dois
e obtiveram as seguintes marcas:

e Carlos e o céo pesam juntos 87 kg;

o Carlos e Andreia pesam 123 kg;

o Andreia e Bidu pesam 66 kg.

Determine o peso de cada um deles.

C) (UFMS/2018 - Adaptada) O sistema a seguir foi construido com base nas vendas mensais de trés
vendedores (A, B e C), em que os valores de X, y e z sdo as quantidades vendidas por cada vendedor.
Aix+2y+3z=14
B:2x —3y+2z=2
C:—2x+y—5z=-15
Determine, o produto das vendas dos trés vendedores.

D) (ENEM/2020-Adaptada) Em um pais, as infragdes de transito séo classificadas de acordo com sua
gravidade. InfragcBes dos tipos leves e médias acrescentam, respectivamente, 3 e 4 pontos na carteira de
habilitacdo do infrator, além de multas a serem pagas. Um motorista cometeu 5 infracdes de transito. Em
consequéncia teve 17 pontos acrescentados em sua carteira de habilitacdo. Qual é a razdo entre 0 nimero de
infracBes do tipo leve e o nimero de infracBes do tipo média cometidas por esse motorista?

E) (UFRN/2001- Adaptada) Trés amigos, denominados X, Y e Z, utilizam o computador todas as noites. Em
relacdo ao tempo em horas, em que cada um usa o computador, por noite, sabe-se que:

o O tempo de X mais o tempo de Z excede o de Y em 2;

¢ O tempo de X mais o quadruplo do tempo de Z ¢ igual a 3 mais o dobro do tempo de Y;

o O tempo de X mais 9 vezes o tempo de Z excede em 10 o tempo de Y.

Determine soma do nimero de horas de utilizagdo do computador, pelos trés amigos, em cada noite.

Fonte: Elaborado pelo autor
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Por meio do Quadro 31, vemos que a Atividade 21-a, os alunos deveriam encontrar um
SL do tipo 2x2, que poderiam resolver da maneira que desejarem. A Atividade 21-b recai um
sistema com 3 equacdes e 3 incdgnitas, porém todas as equagdes apresentam pelo menos uma
incégnita com coeficientes nulos, assim poderemos observar como o conhecimento prévio dos
alunos poderiam influenciar para a resolucdo dessa questdo. Na Atividade 21-c é apresentado
um problema com o SL ja formado. E um SPD que os estudantes poderiam resolver pelo
teorema de Cramer ou por escalonamento. A Atividade 21-d ¢ um problema contextualizado
sobre infracGes de transito que recai em um SL do tipo 2x2, porém a pergunta versa sobre o
conceito de razdo. Para resolvé-la, os estudantes deveriam saber previamente esse conceito e
deveriam prestar muita atencdo na etapa de monitoramento da resolugdo de um problema — de
Proenca (2018) - haja vista que se acharem o valor das incégnitas o problema ainda néo tera
sido resolvido de forma total. Por fim, a situacdo proposta na atividade 21-e é um SL do tipo
3x3 que exigia que os alunos isolassem o termo independente em cada uma das equacfes do
SL, antes de comecarem a resolucéo seja pelo teorema de Cramer ou por escalonamento.

Em relacdo as questdes da Atividade 21 podemos intenciona-las no pensamento de
Proenca (2021) que declara que o trabalho do docente em sala deve ocorrer na concepcdo da
RP, avaliando e tornando os alunos cientes das quatro etapas de resolu¢do de um problema
(ensinar sobre RP). Se o professor seguir essa perspectiva durante as aulas, pode ocorrer dos
estudantes se virem diante de dificuldades na busca de solucéo das situacdes novas que lhes séo
apresentadas. Se isso acontecer, 0s discentes reconhecerdo a situacdo matematica que querem
resolver como um problema.

Outro detalhe importante desta etapa, é que procuramos fazer as atividades das aulas 15
e 16 por meio da perspectiva de uma aula dialogada entre alunos e entre alunos e professor de
maneira que possa haver compartilhamento de ideias, de planejamento, execucdo e
monitoramento dos problemas propostos. Para Anastasiou e Alves (2007) a aula dialogada tem
por objetivo expor conceitos com uma participacédo ativa dos estudantes e nela o conhecimento
prévio é muito importante. Durante o seu processo, o docente oferece a seus alunos a chance de
participarem de forma ativa do processo de ensino e aprendizagem fazendo uso de discussoes
e questionamentos das questdes que lhe sdo apresentadas na aula. Para Frota (2016), o diadlogo
nessa estratégia de ensino favorece aos estudantes uma melhoria em relagdo a analise critica, a
producdo de novos conhecimentos, a superarem a passividade e a falta de mobilidade
intelectual. Acreditamos que esse processo permeado pelas aulas dialogadas permitiram uma

eficiéncia maior ao docente, de modo sanar 0s seguintes pontos elencados por Proenga (2021):
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as dificuldades dos discentes durante as etapas de RP (representacdo, planejamento, execucgéo
e monitoramento); as dificuldades entre contextos de situacdes e a identificacao e representagéo

do conceito matematico.

3.4.4.2 — Aulas 17 e 18: avaliacao descritiva

Durante as aulas 17 e 18 buscamos avaliar por meio de uma avaliacdo descritiva, 0s
conceitos e contetidos matematicos aprendidos durante as aulas anteriores relativos ao contetdo
de SL. Pozo (1998, p. 27) aponta que os estudantes devem ter compreensdo dos conceitos de
maneira a expressa-los com suas palavras afirmando que “néo se trata tanto de se o aluno o
compreende ou ndo, mas de como o compreende”. Diante disso, a Atividade 22 buscou que o
aluno evidenciasse com suas palavras o que entende em relacdo de conceitos trabalhados na
etapa de formacao do conceito, a saber: equacao linear e ndo linear; SL dos tipos 2x2 e 3x3 e a
suas classificacfes. Nessa atividade foi solicitado que os alunos dessem exemplos e nédo
exemplos de conceitos aprendidos. Desta maneira, retomamos 0s objetivos de aprendizagem
desta etapa propostos por Proenca (2021): exploracdo de exemplos e ndo exemplos e suas
caracteristicas; apresentacdo da definicdo do conceito; apresentacdo de variacdes do conceito
com exemplos; apresentacdo de ndo exemplos do conceito, 0 que permite a ampliacdo da
compreensdo conceitual. O Quadro 32 abaixo mostra essa atividade proposta aos estudantes:

Quadro 32 - Proposta da atividade 22.

Atividade 22: Sobre o contetdo de sistemas lineares que aprendemos nas Gltimas aulas. Faca o que se pede:
A) Escreva o que vocé entende por uma equacao linear e dé 2 exemplos.
B) Dé 2 exemplos de equacdes que ndo sao lineares e justifique por que ndo sdo lineares.
C) Escreva, com suas palavras o que é um sistema de equaces lineares do tipo 2x2 e do tipo 3x3. D& um
exemplo de cada um deles.
D) Explique de forma sucinta quais séo as classifica¢cbes que um sistema linear pode ter. Segundo o teorema
de Cramer, quando um sistema linear é SPD?

Fonte: Elaborado pelo autor

Dando prosseguimento, na Atividade 23 foi dado um SL e solicitado que os alunos
apontem quais situacdes matematicas ndo diziam respeito ao SL e justificassem. O item 23-b
ndo era uma situacdo matematica relativa ao SL dado, pois o termo ‘diferenca’ é trocado pelo
termo ‘soma’ na terceira equacao. Ja o item 23-c ndo era um SL, pois as variaveis mudavam
em cada uma das trés equagdes (l&pis, borracha e caneta na primeira equacéo; caderno, lapiseira

e estojo na segunda equacao; e, corretivo e grampeador na terceira equacao), tal fato o diferencia
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de um SL. Isso estd em acordo ao anseio de Proenca (2021, p. 09) ao afirmar que “O professor
deve propor atividades que levem os alunos a compreenderem propriedades e/ou caracteristicas
do conceito, possibilitando que consigam diferencid-lo de outros conceitos matematicos”. O
Quadro 33 traz a tona a Atividade 23 que foi trabalhada:

Quadro 33 - Proposta da atividade 23.

Atividade 23: Dado o sistema de equaces lineares abaixo, assinale aquela(s) situacdo(des) matematica(s)
que ndo é(séo) equivalente(s) ao sistema dado e, em seguida, justifique:

x+y+z=20
2x +3y+z=41
x+ 2y =24

A) () Trés amigos - Antonio, Bruno e Camila foram em uma sorveteria perto da escola em que estudam.
Antbnio comprou um picolé de fruta, um picolé de leite e uma casquinha e pagou 20 reais. Ja Bruno comprou
2 picolés de fruta, 3 picolés de leite e uma casquinha, gastando 41 reais. Camila comprou um picolé de fruta
e 2 picolés de leite pagando 24 reais pela sua compra. Qual o preco do picolé de fruta, do picolé de leite e
da casquinha nessa sorveteria?

B) () A soma de trés numeros naturais é 20. Se somarmos o dobro do primeiro, o triplo do segundo mais
o terceiro, encontraremos 41. Porém, a diferenca entre o primeiro nimero com o dobro do segundo nimero
é 24. Quais sdo esses numeros?

C) () Em uma livraria, se comprarmos um lapis, uma caneta e uma borracha, pagaremos 20 reais. Se
comprar 2 cadernos, 3 lapiseiras e um estojo, pagamos 41 reais. JA se comprarmos um corretivo e um
grampeador gastaremos 24 reais. Qual o preco de cada um dos materiais escolares dessa livraria?

Justificativa:

Fonte: Elaborado pelo autor

A Atividade 24, ultima atividade de nossa organizagdo de ensino, trouxe uma gama de
5 situacGes matematicas com potencial de problemas, sendo: o item a um SPD com 2 equacdes
e 2 incognitas; o item b um SPD com 3 equac6es e 3 incognitas; o item ¢ um SPD do tipo 3x3
no qual os coeficientes sdo numeros decimais e o aluno poderia multiplicar todas as equac6es
por 10 para facilitar seu processo de resolucéo; o item d, tem um enunciado com excesso de
informacgdes que ndo sdo necessarias no ambito de escrita matematica do SL, o qual recairia em
um SPI. Mas que o aluno conseguiria resolver usando uma combinacdo linear da equacéo
encontrada durante o processo de escalonamento; finalizando, o item e dizia respeito a um
problema que se desdobraria em um Sl, que ndo tem solugédo e, consequentemente nem a
resposta para sua pergunta. Abaixo, vemos o Quadro 34 com a Atividade 24 entregue aos

alunos:
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Quadro 34 - Proposta da atividade 24.

Atividade 24: Para cada situacdo matematica abaixo, escreva um sistema de equacdes e resolva da maneira que
desejar:

A) Um estacionamento possui 25 veiculos entre carros e motos. Ha 88 rodas no total. Determine o nimero de
carros e 0 numero de motos neste estacionamento.

B) A maioria dos homens gostam de comprar roupas e calgados apenas uma vez por ano. André, Bruno e Carlos
foram comprar roupas numa mesma loja que havia uma grande promogao. André comprou uma bermuda, 2
pares de meias e um par de sapatos e gastou 220 reais; Bruno comprou 3 bermudas, um par de meias e 2 pares
de sapatos e gastou 455 reais; ja Carlos comprou apenas 2 bermudas e 5 pares de meias, gastando um total 195
reais. Qual o preco da bermuda, do par de meias e do par de sapatos nessa loja?

C) Em uma padaria, o preco do bolo é determinado pela quantidade de chantili, farinha e recheio presentes em
cada receita encomendada. Veja na tabela a abaixo, o prego pago por Pedro, Tiago e Jodo aos comprarem seus
bolos nesta padaria:

Cliente Chantili Farinha Recheio Total (R$)
Pedro 0,1kg 0,5kg 0,4kg 31,00
Tiago 0,2kg 0,7kg 0,6kg 46,00
Jodo 0,3kg 1,2kg 0,5kg 52,00

Com base na tabela acima, determine os valores do chantili, da farinha e do recheio cobrados nesta padaria.

D) Um grupo de 20 amigos foi jogar aquele futebolzinho no final de semana num clube da cidade, no domingo
as 9 horas da manha. Apds acabar o jogo, dois amigos estavam com fome e foram para cantina do clube. Na
cantina eles verificaram que 4 coxinhas, 2 pastéis e 6 sucos custava 50 reais. Se comprassem 4 coxinhas, um
pastel e 4 sucos pagariam 30 reais. Quanto eles gastariam se comprassem apenas 2 pastéis e 4 sucos?

E) José e Maria adoram brincar de jogos de adivinhagdes matematicas. José propds o seguinte desafio para
Maria: “eu pensei em dois numeros, a soma destes numeros vale 9. Porém, se eu somar o dobro do primeiro
com o dobro do segundo niimero, a soma vale 20”. Em quais niimeros José pensou?

Fonte: Elaborado pelo autor

Pensamos que as questbes propostas na Atividade 24 poderiam ser reconhecidas
enquanto problemas por acreditarmos irem de encontro aos pensamentos de Proenca (2021) que
afirmam que devido ao fato de que mesmo os alunos conhecendo 0s conceitos e processos
algoritmicos que serdo transferidos nas novas situacdes, eles necessitardo ainda néo apenas da
mobilizacdo de conhecimentos matematicos, mas também de conhecimentos linguisticos e de
sua concep¢do de mundo. Durante esse processo, ao se defrontarem com o0s contextos
propostos, isso exigira dos individuos uma reorganizagéo cognitiva incluindo tanto o conceito
que lhes € transferido quanto os previamente aprendidos. Isso ocorre porque cada contexto traz
consigo termos e palavras oriundos de diferentes realidades e que necessitam de tradugéo para
linguagem matematica, evidenciando sua complexidade. Portanto, isso diz respeito a realizacéo
de uma ressignificacdo do conceito matematico permeando situa¢des contextualizadas trazidas

para o ensino em ambiente escolar.
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Dentro desse panorama, findamos a nossa proposta de organizacao de ensino de SL por
meio da RP. Assim, na proxima subsecdo descreveremos os instrumentos e técnicas de coleta

de dados de nossa pesquisa.

3.5 Instrumentos e técnicas de coleta de dados

Lankshear e Knobel (2008) orientam para uma variedade de instrumentos de coletas de
dados de maneira a legitimar a pesquisa pedagogica de abordagem qualitativa. Para esses
autores, pode ser dificil que os estudantes oferecam informacdes de forma esponténea, sobre
como se sentem ou sobre 0 que pensam do transcorrer do processo de ensino e aprendizagem.
Para descobrir tais aspectos, 0 investigador necessita criar contextos de coletas de dados sejam
artificiais ou especiais.

Desse modo, buscando evidenciar os resultados de nossa pesquisa, utilizamos nas 18
aulas da nossa organizacdo de ensino, 0s seguintes instrumentos de coleta de dados: i) a
gravacdo e transcricdo de audio das aulas; ii) fotos da realizacdo das atividades; iii) folhas de
atividades entregue pelos estudantes no decorrer das aulas; e, iv) anotaces de campo feitas

pelo professor pesquisador. Sobre esses instrumentos dissertaremos brevemente a seguir.

3.5.1 Gravagdo e transcrigdo dos audios

A gravacdo e a transcricdo dos dudios de todas as aulas ministradas nos permitiram
conhecer melhor o que realmente aconteceu no processo de ensino e aprendizagem
desenvolvido em sala de aula. Para Hutchby e Woofftitt (1998) a transcricdo de audios é
importante para a analise da conversa sendo um passo que da inicio a andlise da interacdo
gravada. Duranti (1997, p. 161) fala que a gravacdo de audio e suas transcri¢des “podem abrir
novas perspectivas para o entendimento de como as pessoas usam a fala e outros instrumentos

nas suas interagdes cotidianas”. Dentro desse contexto, Lankshear e Knobel salientam que

Tem sido de particular interesse questdes sobre os modos pelos quais o uso da
linguagem em classe contribui para definir e constituir o que se considera um aluno
bem-sucedido na escola. [...] muitos pesquisadores registraram interacdes verbais
contextualizadas, “fragmentadas”, em salas de aula, reunides de professores e
playgrounds, para melhor entendimento das funcdes (e efeitos) sociais da linguagem
nos ambientes educacionais (LANKSHEAR; KNOBEL, p. 168, 2008).
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Desse modo, acreditamos que a gravagdo e transcricdo de audios nos permitiram
entender melhor como se deu as a¢des do professor pesquisador em sala de aula, bem como as
respostas dos alunos a essas a¢0es. Importante apontarmos aqui, que visando a preservacao da
identidade dos estudantes, nas transcri¢des de audio nomearemos os alunos conforme o diario

de classe como Al, A2, A3, ... e assim por diante.

3.5.2 Fotos da realizacéo das atividades

Em nossa pesquisa também tomamos uso de fotografias no desenvolvimento das agdes
de nossa organizagdo de ensino. Foram registrados momentos chaves das aulas com a
participacdo do professor, dos alunos e do professor com os alunos. Tais momentos
compreenderam acgdes de apresentacOes das equipes na lousa, disposicdo das equipes durante
as aulas e escritas na lousa realizadas pelo professor. Segundo Justo e Vasconcelos (2009) a
utilizacdo de métodos visuais aumenta a qualidade da coleta dos dados coletados, vislumbrando
seus significados, validade e profundidade trazendo consigo dados auténticos baseados na acédo
e experiéncia dos sujeitos investigados. Para Martins (2008) a analise de fotografias permite ao
pesquisador ter compreensdo e visualizacdo de particularidades do contexto de determinado
fendmeno. Para o autor, o uso das fotografias nas ciéncias sociais tem ajudado no entendimento
natural de compreensdo de fenémenos humanos e sociais abrindo caminho para analises de
guestionamentos e experimentos. Mauad (2004) corrobora com essa ideia afirmando que o uso
de fotos pactua com a interpretacdo e a forma de visualizar e entender um fendmeno. Isso
ocorre, porque as imagens possibilitam ao pesquisador a recordagéo de cenas ou a elaboracao
de novas propostas e ideias nas memarias. Todos esses motivos nos levaram a optar pelo uso
da fotografia de modo a colaborar e elucidar com imagens, as acdes desenvolvidas em nosso
trabalho. Por fim, salientamos que o rosto dos participantes sera ocultado de forma a preservar

a identidade dos envolvidos na pesquisa pedagogica.

3.5.3 Folha de atividades dos alunos

Também fizemos uso para coleta de dados, das folhas de atividades impressas e
entregues aos estudantes no inicio das aulas. Essas folhas foram preenchidas pelos estudantes
com a realizacdo das acdes durante as ministracdes e devolvidas ao docente ao final de cada

aula. Sobre esse instrumento de coleta, Lankshear e Knobel (2008) observam que:
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Os registros que coletam dados escritos do ponto de vista do participante podem
oferecer esclarecimentos Uteis sobre seus pensamentos. Os registros de participantes
também podem assinalar mudancgas que ocorram com o passar do tempo, na maneira
de pensar ou de perceber algo, podem coletar avaliacGes pitorescas dos professores,
sobre um estudo de intervencdo do qual estejam participando, podem atuar como
registro do que funcionou ou ndo funcionou em um estudo de intervenc&o, a partir do
ponto de vista do professor, assim como dos alunos, podem documentar a dindmica
de raciocinio ou os sentimentos dos participantes sobre uma questdo ou fenémeno e
outras possibilidades relacionadas ao topico, evento, praticas ou fendmenos que
estejam em estudo (LANKSHEAR; KNOBEL, p. 215, 2008).
Desse modo, com as diversas benesses citadas acima, acreditamos que a utilizagdo dos
registros dos alunos com a realizacdo das atividades das aulas foi de grande valia para as

inferéncias realizadas na etapa de tratamento dos dados.

3.5.4 Notas de campo

Por fim, outro instrumento para coleta de dados que fizemos uso foi a utilizacdo de notas
de campo. Para Godoy (1995, p. 29) - “A organizacgdo das notas de campo se da mediante um
processo continuo em que o pesquisador procura identificar dimensdes, categorias, tendéncias,
padrdes e relagdes, desvelando-lhes o significado”. Bogdan e Biklen (1994) citam alguns
aspectos importantes a serem observados em uma coleta de dados por meio do uso de notas de
campo como: descri¢do dos sujeitos; reconstrucdo de dialogos; descri¢do de eventos especiais;
descricdo das atitudes e do comportamento do observador. Ainda segundo os autores, tais
anotacbes podem ter uma parte reflexiva feita durante a coleta de dados que podem abarcar
sentimentos, problemas, ideias, especulacdes, dividas, impressdes, decepcdes e até surpresas.

Deste modo, achamos conveniente aliar as notas de campo juntamente com o0s demais
instrumentos de coletas de dados por pensarmos que possa haver anotagdes importantes de
acontecimentos e reflexdes da ministracdo das aulas que podem ndo ser compreendidas ou
coletadas nem por audio, nem por registro de fotografias e nem com a folha de atividades
devolvida pelos alunos. O modelo da nota de campo a ser utilizada esta no Apéndice C. Nas
notas de campo, identificaremos informacgdes importantes como: Identificacdo de quais aulas
da organizacdo de ensino se referem; a data; horario de inicio; horério de término; e as
atividades ou situagOes vivenciadas. Observamos aqui, que como o professor e pesquisador
estava envolvido sobremaneira nas a¢fes da organizacdo de ensino, as notas de campo foram

utilizadas principalmente nos momentos que o docente verificou que 0s outros instrumentos de



124

coletas de dados ndo permitiram conhecer a fundo os acontecimentos de momentos importantes

inerentes as aulas.

3.6 Procedimentos de coletas de dados

Em relagdo ao uso de cada instrumento e técnica de coleta de dados, estes foram
adotados em todas as aulas. Assim, a gravacao de audios ocorreu do inicio ao final de cada aula.
A folha de atividades foi organizada conforme os Quadros (6 e 22 a 35) e foram entregues ao
inicio de cada aula prevista, recolhida ao final, corrigida, digitalizada e devolvida na aula
sequinte. As fotografias foram registradas nos momentos de aula nas quais o professor-
pesquisador achou relevantes. E as notas de campo disponibilizadas no Apéndice C foram
adotadas para anotac6es dos dados da aula e de informac@es relevantes do processo de ensino
e aprendizagem que o professor-pesquisador considerou importantes. O Quadro 35 a seguir,
resume ao leitor como se deram os procedimentos de coleta de dados para essa pesquisa:

Quadro 35 - Sintese dos procedimentos de coleta de dados.

Etapas Aulas Instrumento/Técnica Observagdes
Proenca (2021)
1 la2 e Gravagdo de audios. e Audios gravados do inicio ao final
¢ Folhas entregues aos alunos. | de cada aula.
o Fotografias. e Folha de atividades entregue no
» Notas de campo. inicio da aula e recolhida ao final.
3e4 e Gravacéo de audios. o Fotografias registradas em
« Folhas entregues aos alunos. | Momentos importantes a fim de
« Fotografias. registrar a participacéo do professor-

pesquisador e dos alunos

participantes.

e Notas de campo usadas para

« Fotografias. _registrar 08 dados da gula e anotar
informacdes e observagdes relevantes

» Notas de campo. do pesquisador durante o decorrer da
3 7al4 e Gravagao de audios. aula.

¢ Folhas entregues aos alunos.
o Fotografias.
* Notas de campo.
4 15a18 | e Gravagdo de audios.
o Folhas entregues aos alunos.
o Fotografias.
* Notas de campo.
Fonte: Elaborado pelo autor

* Notas de campo.
2 5e6 o Gravacdo de 4udios.
o Folhas entregues aos alunos.

Falando sobre o processo de coleta de dados de nossa organizacéo de ensino, no dia 26
de julho de 2022, uma terga-feira, durante duas aulas de 50 minutos, o professor pesquisador se

reuniu em sala de aula com os 34 alunos que seriam os participantes de nosso estudo. Foram
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explanados os objetivos da pesquisa, a importancia da participacdo dos estudantes e ainda a
necessidade de eles trazerem assinados os documentos TCLE e TALE para poderem participar
do andamento das atividades das aulas. Além disso, o professor pesquisador comunicou aos
estudantes que as atividades seriam realizadas em equipes de 2 ou 3 alunos. Como houve
discussOes e desentendimentos entre os alunos na formacéo dessas equipes, 0 docente optou
por fazer a diviséo dessas equipes no mesmo dia, anotando 0s nomes dos membros de cada
equipe em uma planilha do Microsoft Excel.

A organizacao de ensino que foi planejada de antemdo para inicialmente ter 18 aulas,
acabou tendo um total de 26 aulas, sendo realizadas em duas aulas de 50 minutos nas tercas e
quintas-feiras entre os dias 28 de julho de 2022 e 08 de setembro de 2022. O Quadro 36 a seguir,
mostra como se deram o desenvolvimento das aulas implementadas apontando as datas em que

ocorreram:

Quadro 36 - Aulas da organizacdo de ensino implementadas.

Etapas de Proenga Aulas Como ocorreram Datas de
(2021) planejadas cada aula
Uso do problema 1,2,3e4 Aula 1 28/07/2022
como ponto de Aula 2 28/07/2022
partida Aula 3 02/08/2022
Aula 4 02/08/2022
Formag&o do 5e6 Aula 5 04/08/2022
Conceito Aula 5 04/08/2022
Aula 6 09/08/2022
Aula 6 09/08/2022
Definicdo do 7,8,9,10, Aula 7 11/08/2022
Contetdo 11,12, 13¢€ Aula 8 11/08/2022
14 Aula 9 16/08/2022
Aula 10 16/08/2022
Aula 11 18/08/2022
Aula 11 18/08/2022
Aula 12 23/08/2022
Aula 13 23/08/2022
Aula 14 25/08/2022
Aula 14 25/08/2022
Aplicacdo em novos 15,16,17 e Aula 15 30/08/2022
problemas 18 Aula 15 30/08/2022
Aula 16 01/09/2022
Aula 16 01/09/2022
Aula 17 06/09/2022
Aula 17 06/09/2022
Aula 18 08/09/2022
Aula 18 08/09/2022
Total de aulas 18 aulas 26 aulas -

Fonte: Elaborado pelo autor
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Pelo Quadro 36, podemos observar que as aulas 5, 6, 11, 14, 15, 16, 17 e 18 que
inicialmente eram planejadas para durarem apenas uma aula, acabaram durando duas aulas cada
uma. Tal fato acarretou o aumento do nimero de aulas de nossa organizagdo de ensino de 18
para 26 aulas, cujo motivo sera mais bem entendido na secdo de analise e resultados.

Outro fator que influenciou na dindmica das aulas de nossa organizacéo de ensino e que
acreditamos importante apontar foi o fato de as datas das aulas coincidirem com um periodo
incessante de dias chuvosos. Com isso, tivemos de 10% a 47% de alunos faltosos em diferentes
aulas de nossa organizacédo de ensino, 0 que acabou por causar a situa¢do de nao conseguirmos
mantermos as equipes com 0s mesmos alunos em todas as aulas. Nesse contexto, em algumas
aulas ocorreram conflitos entre equipes de estudantes, acarretando o fato de alguns alunos
preferirem fazer as atividades de forma individual mesmo com a intervencdo do pesquisador
para que participassem de alguma equipe. Devido a esse fato, em nossas analises a numeracao
das equipes ndo teve os mesmos participantes em todas as aulas. E sempre que se fizer
necessario, apontaremos por quais alunos a equipe era formada em cada aula especifica.

Outro aspecto, € que nossos instrumentos e técnicas de coletas de dados geraram um
material de: 15 horas e 41 minutos de audios gravados, 181 paginas de audios transcritos e 319
imagens digitalizadas de atividades e avaliacdes feitas pelos participantes, 18 notas de campos
digitalizadas que foram preenchidas pelo pesquisador e 17 fotografias tiradas pelo docente de
momentos do andamento das aulas inerentes a nossa organizagéo de ensino proposta.

Apds conhecermos melhor os procedimentos de coleta de nossos dados, a subsecédo a

seguir disserta como se deu nossa proposta para a analise desses dados.

3.7 Procedimentos de analise dos dados

O tratamento dos dados gerados por essa pesquisa foi pautado nos referencias tedricos
de andlise da pesquisa qualitativa descritiva e interpretativa. Trivifios (1987) afirma que a
pesquisa descritiva busca fazer a descricdo de fatos e fendmenos de uma determinada realidade.
Para Gil (2007), a pesquisa descritiva tem como objetivo principal descrever caracteristicas de
um fendmeno ou de uma populacdo ou as relagdes estabelecidas entre variaveis. Completando
essa corrente de ideias, Rosenthal (2014, p. 26) aponta que o método interpretativo de uma
pesquisa possibilita “langar outro olhar sobre esses fendmenos, reconstruir as correlagdes e os
sentidos latentes de casos concretos particulares”. Assim, acreditamos que a analise dos dados

gerados por meio de aspectos descritivos e interpretativos serad capaz de dar luz e nos permitir
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inferéncias significativas de nossa abordagem de ensino, trazendo a realidade das contribuigdes
que almejamos em nossos objetivos geral e especificos.

Nesse panorama, nossos eixos para analise dos dados dizem respeito as etapas da
organizacdo de ensino proposta por Proenca (2021). Em relacdo as trés primeiras etapas (uso
do problema como ponto de partida, formacao do conceito e defini¢do do conteudo) associamos
0s eixo0s 1, 2 e 3. Ja a ultima etapa (aplicagdo em novos problemas) é vinculada aos eixos 4 e 5.
Desse modo, tomando como norte os objetivos especificos de nossa pesquisa, 0s eixos de
analise ficaram definidos da seguinte forma:

Eixo 1 - compreensdo e desempenho dos alunos no uso do problema como ponto de
partida para o ensino de SL: Nesse eixo avaliamos a compreensédo e desempenho de acordo
com a construcdo da aprendizagem de cada aluno, relativa ao conteldo de SL ao resolverem as
Situacfes 1 e 2 durante a etapa 1 de nossa organizacdo de ensino. Dentro desse panorama,
analisamos os dados com base nas etapas de resolucdo de um problema (representacéo,
planejamento, execucdo e monitoramento) e na acdo de articulacdo das estratégias dos alunos
ao conteudo proposta por Proenca (2018). Também foram relevantes na andlise desse eixo 0s
apontamentos referentes a conhecimentos linguisticos, semanticos, esquematicos e
procedimentais elencados pelo autor e que sdo necessarios para os alunos resolverem os
problemas propostos pela atividade.

Eixo 2 - compreenséo e desempenho dos alunos relativos aos conceitos de SL: Tal
eixo visou analisar a compreensdo e desempenho dos estudantes ao se depararem com a
formacdo conceitual inerente as caracteristicas de uma EL e de um SL bem como as solucdes
de uma EL e de SL, que foram abordadas durante as aulas da etapa 2 de nossa organizacao de
ensino.

Eixo 3 - compreensdo e desempenho dos alunos no processo de ensino de definicéo
do contetdo de SL: Nesse eixo, fizemos a analise da compreensao e desempenho dos alunos
ao se depararem com o ensino das definicdes formais e processos algoritmicos de SL abordados
na etapa 3 de nossa organizacao de ensino.

Eixo 4 - compreensdo e desempenho dos alunos na resolucédo de novos problemas
envolvendo SL: Esse dissertara sobre a analise da compreensdo e desempenho dos alunos para
resolverem novos problemas visando se ocorreu a “transferéncia da aprendizagem pelos alunos
do conceito matematico, bem como dos procedimentos algoritmicos estudados” - (PROENCA,
2021, p. 10, grifo do autor). Desse modo, foram analisados os dados com base nas etapas de

resolucdo de um problema (representagéo, planejamento, execugdo e monitoramento) e no uso
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dos conhecimentos linguisticos, semanticos, esquematicos e procedimentais associados a essas
etapas durante a resolucdo dos problemas propostos.

Eixo 5 - compreensdo e desempenho dos alunos relativos ao contetdo de SL por
meio de avaliacdo escrita: Por fim, nesse eixo foram analisados a compreensdo e o
desempenho dos alunos ao final da etapa 4 de nossa organizacdo de ensino concernente a uma
avaliacdo escrita realizada pelos estudantes. Também foi dada atencdo aos conhecimentos
linguisticos, semanticos, esquematicos e procedimentais associados as etapas de representacéo,
planejamento, execucdo e monitoramento da resolucdo de um problema.

O Quadro 37 a seguir traz a luz o resumo dos procedimentos de analise dos dados de
nossa pesquisa apontando os eixos de andlise, as etapas de organizagdo de ensino associadas a
cada eixo e os aspectos que foram analisados e interpretados:

Quadro 37 - Resumo dos procedimentos de analise dos dados da pesquisa.

Eixos de Analise Etapas da organizacao Aspectos analisados e interpretados
de ensino associadas

Eixo 1: compreensdo e | Uso do problema como | - 4 etapas de RP

desempenho dos alunos no uso | ponto de partida - Conhecimentos linguisticos, semanticos,
do problema como ponto de esquematicos e procedimentais usados na
partida para o ensino de SL resolucéo das situagdes 1 e 2.

Eixo 2: compreensdo e | Formagédo do conceito - Caracteristicas dos conceitos de EL e SL.

desempenho dos alunos
relativos aos conceitos de SL

Eixo 3: compreensdo e | Definicdo do conteldo - Conhecimentos linguisticos, semanticos,
desempenho dos alunos no esquematicos e procedimentais necessarios para
processo de ensino de defini¢do realizacdo das atividades da etapa.

do contelido de SL

Eixo 4: da compreensdo e | Aplicagdo em novos | - Transferéncia de aprendizagem de conceitos e

desempenho dos alunos na | problemas algoritmos aprendidos.
resolucdo de novos problemas - 4 etapas de RP.
envolvendo SL - Conhecimentos linguisticos, semanticos,

esquematicos e procedimentais usados na
resolucdo dos problemas propostos.

Eixo 5: compreensdo e | Aplicagdo em novos | - Transferéncia de aprendizagem de conceitos e

desempenho dos alunos | problemas algoritmos aprendidos.
relativos ao conteido de SL por - 4 etapas de RP.
meio de avalia¢do escrita - Conhecimentos linguisticos, semanticos,

esquematicos e procedimentais usados na
resolucdo das atividades propostas

Fonte: Elaborado pelo autor

Na secdo a seguir trazemos os resultados e as discussdes dos dados coletados na

investigacdo com a implementacdo de nossa organizacdo de ensino.
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4. RESULTADOS E DISCUSSOES

Nessa se¢do, apresentaremos as analises e discussdes dos dados coletados relativos aos
Eixos 1, 2, 3, 4 e 5 a luz dos nossos referenciais tedricos conforme apontamos na secdo de

metodologia.

4.1 Eixo 1: analise da compreensdo e desempenho dos alunos no uso do problema como
ponto de partida para o ensino de SL

Conforme apontamos na secdao da metodologia, 0 Eixo 1 de analise de nosso estudo sera
voltado a compreender o desempenho da construgéo da aprendizagem dos alunos ao resolverem
0s problemas propostos pelas Situac¢des 1 e 2 na primeira etapa de nossa organizacao de ensino.
Desta maneira, nos propomos a analisar as etapas de resolucao de um problema (representacao,
planejamento, execucao e monitoramento) e a acdo de articulacdo das estratégias dos alunos ao
conteddo proposta por Proenca (2018). De maneira a facilitar o entendimento da analise desse
eixo, dividimos a andlise por aulas (aulas 1 e 2 e, em seguida, aulas 3 e 4), fazendo as descricdes,

interpretagdes e inferéncias pertinentes a cada momento das atividades realizadas.

4.1.1 Anélise das aulas 1 e 2 — usando o problema como ponto de partida

O primeiro dia de nossa organizacdo de ensino ocorreu em duas aulas de 50 minutos no
dia 28 de Julho de 2022. Foram realizadas as aulas 1 e 2 planejadas, sendo feitas as acdes de
introducéo do problema e auxilio aos alunos durante a resolucao propostas por Proenca (2018).
Conforme planejado e orienta a acdo de Introducéo ao problema de Proenca (2018), o professor
pesquisador dividiu os alunos em equipes, entregou a folha de atividades aos estudantes e
apontou que poderiam fazer as situacfes 1 e 2 (problemas como ponto de partida, disponiveis
no Quadro 6) da maneira que desejassem. A fala abaixo elucida como ocorreu a abordagem do

professor no inicio da aula:

P: Entéo é o seguinte meu povo. Tudo bem? Entéo é o seguinte oh. Eu tenho aqui uma
atividade, séo duas situacfes matematica ai ta? Entéo eu vou passar essa atividade pra
vocés aqui. Vocés podem resolver da maneira que vocés quiserem, ta bom? Entéo essa
atividade aqui sdo duas situacbes matematicas e eu queria que vocés resolvessem.
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Vocés podem fazer da maneira que vocés quiserem, t4? Nao pode usar calculadora e
nem celular, t& bom? [...] se vocés acharem a resposta, ndo falem em voz alta.

Em relacdo as aulas 1 e 2, estas contaram com a participagéo de 31 alunos, os quais se
dividiram em 15 equipes, sendo 14 duplas e um trio. Inicialmente, os estudantes deveriam
resolver a Situacdo 1 a qual apontava para um SL de 2 equac0es e 2 incognitas. Em seguida, a
resolucdo da Situacdo 2 indicava para um SL escalonado com 3 equacdes e 3 incognitas. Como
o0 professor orientou para que fizessem da maneira que quisessem, os primeiros 10 minutos da
aula o docente auxiliou as equipes com duavidas iniciais sempre sanando-as em relagdo a etapa
de representacdo de resolucdo do problema e indicando que resolvessem da maneira que
desejassem.

Dentro de nossa proposta de andlise das etapas de resolucdo de problemas
(representacdo, planejamento, execucdo e monitoramento) de Proenca (2018), verificamos
inicialmente dificuldades dos estudantes na etapa de representacdo do problema. Observou-se
dificuldades de compreensdo do enunciado por parte de alguns alunos nas situacdes 1 e 2, ao
ndo perceberem que os orcamentos 1 e 2 eram oriundos das livrarias A e B, respectivamente e
que dessa forma, o preco dos materiais poderia ser diferente. Tal ocorrido nos mostra
dificuldades dos alunos relativas a conhecimentos linguisticos (reconhecer que os orgcamentos
1 e 2 pertenciam a livrarias diferentes). Dificuldades semelhantes foram encontradas nos
trabalhos de Proenca et al. (2020) e Matsuda (2017) com alunos de 9° e 7° ano do EF,
respectivamente. Sobre essas dificuldades em nosso trabalho, os didlogos a seguir esclarecem

melhor como tais entraves ocorreram:

A31: Professor, o valor da borracha da situagéo 2 ndo é o mesmo da situacéo 1?
A8: N&o cara, muda de livraria.
P: Entdo, a situacdo 1 ¢é a livraria A e a situagdo 2 é a livraria B.

A39: Professor, a livraria B muda o valor né?

P: 1sso, muda o valor.

A39: Mesmo que sendo o mesmo nome de borracha por exemplo, muda o valor?

P: Igual aqui em Campo Mourao por exemplo, vocé tem duas livrarias e 0s pregos sao
diferentes.

Nos dialogos acima vemos que A31 questiona o professor se o valor da borracha da
situacdo 2 seria 0 mesmo da situagdo 1, fato que é refutado pelo aluno A8 e confirmado pelo

docente. Ja nos didlogos que seguem, o aluno A39 tem a duvida se os valores dos materiais
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seriam 0s mesmos na livraria B e o professor responde exemplificando que na cidade na qual
moram duas livrarias poderiam ter pregos diferentes para os mesmos produtos. Os didlogos
abaixo mostram o didlogo do professor com a aluna A7 nos quais sugestiona o uso de desenhos

para resolucdo do problema da Situacéo 1:

P: Eai?

AT: A gente fez um monte de contas e apagou so.

P: Fez um monte de conta e apagou?

AT7: Tem que deixar as contas ou pode apagar?

P: Pode apagar.

A7: E, tem que fazer até dar o resultado.

P: E, vocé ta tentando por tentativas. E ai? Se vocé tentasse desenhar lapis, borracha,
atribuindo valores. Vocé acha que ajudava?

AT7: Nao, é que eu tava tipo... Tentando chegar primeiro num valor com oito e depois
multiplicando pra tentar chegar nesse resultado pela quantidade.

P: Sabendo o or¢camento 1 pra chegar com 8?

AT: E.

P: Pra chegar com 8...

A7: E... Pra depois chegar a vinte e sete.

P: Pra dai no orcamento 2 chegar a vinte e sete e cinquenta?

AT7: Sim.

P: E. E um caminho né. Se colocar um desenho por exemplo, vocé acha que ajuda?

AT7: Sim, mas por qué?

P: Lapis, borracha, atribuir valores. Facilita vocé atribuir valores e visualizar as
respostas.

AT7: Desenho, acho que néo.

P: Nao? Tenta ai, vai tentando.

Nos didlogos supracitados verificamos que o professor sugere a estratégia de desenhos
para a aluna A7 resolver a situacdo 1 tomando como ponto de partida o orcamento 1 no qual
uma borracha Pitdgoras e um lapis Newton custam 8 reais e em seguida atribuir esses valores
para o0 orcamento 2 até encontrar o resultado valido. Entretanto, a aluna ndo se mostrou muito
disposta a adotar a estratégia por desenhos para resolugéo da situacdo matematica. Conforme o
tempo da aula avancava e o professor percebeu que as equipes ndo avangaram e ndo se
motivavam com a estratégia do desenho, foi 0 momento de ele sugerir a estratégia de tabela. Os

dialogos a seguir apontam como o professor fez tais sugestdes aos estudantes A32 e A31:

P:Eai?

A32: Nada.

P: O que vocés acham de fazer uma tabela? Sera que ajudava?
A32: Tabela?
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P: Tabela. Oh, o orcamento 1 Ia, colocar la lapis, borracha e total. O que vocé acha?
Ir atribuindo valores na tabela. Né?

A32: Serd?

P: O total tem que dar 8 reais né? Se vocé fizer uma tabela atribuindo valores acho
que, pode ser que facilite pra voceés. Isso ai?

P: Pra vocés se organizarem melhor. Vocés ndo acham melhor se vocés utilizassem
uma tabela? E vocé vai atribuindo os valores. Vocés se organizariam melhor. A tabela
do orcamento 1 junto com a tabela do orgcamento 2. O or¢camento 1, a tabela seria por
borracha e lapis né e o total que é 8. Vocé acha que facilitaria?

A31: E, vamo experimentar. Porque no chute néo vai.

P: Entdo, tenta fazer uma tabela.

A31: Dai no or¢camento 2 da vinte e sete e cinquenta?

P: Isso, dai no or¢camento 2 da vinte e sete e cinquenta.

A31: Certinho.

P: Tenta entdo fazer uma tabela. O que vocés acham? Uma coluna de lapis, uma de
borracha, outra do total e tem que dar 8 reais. Joga as possibilidades. Vai, que vocés
vao chegar 14!

No primeiro didlogo observamos o professor pesquisador propor o uso de tabela para o
aluno A32 apontando como ponto de partida, 0 orcamento 1 da situacéo 1 cuja soma do lapis e
da borracha totalizava 8 reais. J& no segundo didlogo verificamos o docente sugestionar ao
aluno A31 o uso de tabela de uma forma mais completa em que orienta o uso tanto do orgamento
1 e do or¢camento 2. Vemos ainda ao final do segundo didlogo, o professor atuando como um
incentivador, afirmando “Vai, que vocés vao chegar 1a!”, papel esse apontado por Proenca
(2018).

Com o decorrer da aula, o professor apds recomendar as equipes as estratégias de
desenho e tabela, se deparou com a dupla de alunas A3 e A17 escrevendo equacdes na forma
algébrica dos orcamentos 1 e 2 da situacéo 1 fazendo uso de seus conhecimentos estratégicos
que tinham sobre o conteudo algébrico do qual se tratava a situacdo matematica proposta.
Entretanto, o pesquisador verificou que as estudantes ndo sabiam como resolver as equacoes
que escreveram e percebeu que as alunas estavam fazendo uso da estratégia por tentativa, porém
sem éxito. Além disso, percebeu que as alunas usavam apenas valores inteiros para encontrarem
a resposta correta, esquecendo-se que poderiam utilizar de valores centesimais em se tratando
de valores em reais e centavos de real. Esse episddio aponta para dificuldades da equipe nas
etapas de planejamento e execucdo da resolugdo do problema implicando em entraves nos seus
conhecimentos estratégicos para alcancar a solucdo almejada. Os dialogos que seguem do

professor com a aluna A3 trazem a tona esse momento da aula:
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A3: Professor, ajuda a gente aqui.

P: T4, vocé fez duas equagdes ne? Vocé fez duas equacgdes. S6 que vocé sabe resolver
essas equacoes?

A3: Néo.

P: N&o sabe?

A3: Néo.

P: Né. Entao vocé ta atribuindo valores né?

A3: Sim.

P: O que que vocé acha de cada uma dessas equacgdes vocé colocar numa tabela?

A3: Ham?

P: Né. Ai vocé vai atribuindo... Uma tabela 14, a primeira equacgdo la que € do
orcamento 1 né? Vocé pode atribuir valores pra a e pra b e a soma tem que dar oito.
A3: Aham. Ah, mas eu to fazendo isso.

P: Ah t4, vocé ta fazendo isso. Mas vocé ndo fez propriamente uma tabela. Tem uma
chavinha ali né?

A3: Sim, dai eu jogando valores né pra soma dar oito.

P: Aham. Ai tem que solucionar a equacao 2.

A3: Parece um pouco aquele contetido do gréafico. A gente vai jogando os valores numa
tabela.

P: E...Seré que precisa necessariamente ser valores inteiros se a gente trabalha com
centavos?

A3: E.

P: O que vocé acha de fazer... faz uma tabela! Uma tabela pra equacéo 1 né? Vocé
pode atribuir valores né. Entéo vocé coloca la... lapis, borracha né e tem que dar oito
a soma. E joga numa segunda tabela em que a soma que vocé colocou na tabela 1 sirva
pra tabela 2, s6 que a soma tem que dar vinte e sete cinquenta né. Vocé poderia fazer
iSS0.

A3: Sim.

Por meio dos didlogos, verificamos que as alunas A3 e A17 utilizaram de conhecimentos
matematicos prévios para escreverem as duas equacdes inerentes ao enunciado do problema
proposto. Desse modo, decidiram fazer uso de estratégia de tentativa e erro, e como o professor
viu que ndo lograram éxito na resolucdo, este prop6s o uso de duas tabelas, sendo uma para
cada equacdo por elas corretamente encontradas. Nesse instante, nos deparamos com A3
lembrar do conhecimento prévio sobre fun¢des em que se construia uma tabela para em seguida
esbocar o grafico de uma funcdo no plano cartesiano. Por fim, percebemos que a aluna A3
aceitou a ideia do professor da estratégia usando uma tabela.

De maneira geral, percebemos que os estudantes tiveram mais dificuldades na resolugéo
da situacdo 1 do que na situacao 2, o que aponta para entraves de conhecimentos estratégicos
e procedimentais na primeira situacdo apresentada. Desse modo, as equipes investigadas
tomaram o uso de diferentes estratégias para resolucdo da situagdo 1. Outra observagdo

importante que encontramos durante a resolucao da situacéo 1 foi a dificuldade dos alunos da
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etapa de monitoramento do problema. Sempre que encontravam uma resposta, eles recorriam
ao professor para saberem se a resposta encontrada estava correta, contraponto o pressuposto
de verificarem a validade do problema junto ao seu enunciado.

Tendo em vista, 0 menor grau de dificuldade para resolverem a situacdo 2 podemos
aponta-la ao fato de ser um SL do tipo 3 por 3 ja escalonado, nas quais mesmo nao sabendo o
contetdo poderiam solucioné-lo usando a estratégia por tentativas e resolvendo na ordem os
orcamentos 3, 2 e 1. Os diélogos abaixo, entre o professor e a aluna A23 resumem como a
maioria dos estudantes resolveu a situacdo 2 usando o método por tentativas e substituindo

valores encontrados:

P: [...] Beleza. E a situagéo 2 dai?

A23: Ai a situacdo 2 a gente pegou essa terceira parte aqui [orcamento 3] e fez dez e
cinquenta dividido por trés, ai a gente ja iria saber o valor de uma caneta. E ai aqui,
[orcamento 2] a gente ja fez o valor que a gente ja tinha conseguido da caneta vezes
dois, menos onze e ai a gente descobriu o valor de dois lapis. Dai era s6 dividir por dois
e descobrir o valor de um. E dai, aqui a gente s6 pegou os valores do lapis e da caneta
[substituiu no orcamento 1].

P: Dai vocés foram substituindo dai né?

A23: Sim.

A préxima subsecdo traz os resultados e as analises das aulas 3 e 4 da etapa 1 de nossa
organizacdao de ensino, na qual ocorreram as acdes de discussdo das estratégias dos alunos e

articulacdo das estratégias dos alunos ao contetido propostas por Proenca (2018).

4.1.2 Andlise das aulas 3 e 4 — discutindo as estratégias e articulando ao contetido

Nossas aulas 3 e 4 ocorreram em duas aulas de 50 minutos no dia 02 de agosto de 2022.
Tais aulas contaram com a participacdo de 31 alunos e seguindo o planejado em nossa
metodologia, algumas equipes da aula anterior apresentaram na lousa as estratégias adotadas
na resolucdo das situacdes 1 e 2. Concomitantemente as apresentagdes, os estudantes discutiram
com os colegas como procederam para alcancar a solugdo dos problemas propostos. Logo apds
esse momento da aula, o professor fez uso das estratégias adotadas pelos alunos para articular

0 contedldo matematico de SL.

4.1.2.1 Discutindo e articulando ao conteudo a situagéo 1
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Sobre o desempenho das equipes participantes na resolucéo da situacéo 1, o Quadro 38
abaixo aponta como se deu tal desempenho por meio das etapas de RP (representacéo,
planejamento, execugcdo e monitoramento) e a estratégia adotada por cada equipe de modo a

alcancar a solucdo do problema proposto:

Quadro 38 - Desempenho das equipes na resolucdo da situacéo 1.

EQUIPES ETAPAS DE RP OBSERVACOES
NUmero | Participantes | Representagdo | Planejamento | Execucdo | Monitoramento Estratégia e Solugéo
procedimento Final
de execucéo

1 Ale A23 v ¥ v ¥ TE v
2 A2¢e A30 v v v Y TE v
3 A3e Al7 v v v v EQ+ TE + TAB v
4 Ade A21 v ¥ v v TE ¥
5 A5e A9 v v v ¥ TE v
6 A6, A20 e A27 v v v J TE v
7 AT7e A35 v v v v TE v
8 A8 e A3l v v v v TE ¥
9 Al0e A32 v ¥ ¥ ¥ SL + MS v
10 Al3e Al9 v v v J SL + MS v
11 Al5e A26 v v v v TE v
12 Al8 e A40 - -

13 A24 e A29 v v v ¥ TE+ SL + MS v
14 A25e A39 v ¥ v v TE v
15 A28 e A38 v ¥ v ¥ TE ¥

Legenda:

EQ: Equagdo; MS: Método da Substituicdo; TE: Tentativa e Erro; TAB: Tabela;
v': Correta; -: Nio fez.
Fonte: Elaborado pelo autor

Por meio do Quadro 38, verificamos que das 15 equipes participantes, 14 chegaram a
solucdo final correta do problema proposto pela situacdo 1. J& uma equipe (equipe 12) abriu de
fazer a resolucéo na folha de atividades devolvida ao professor. Dentro as equipes investigadas,
a grande maioria escolheu a estratégia de resolucdo por tentativa e erro (equipes 1, 2, 4,5, 6, 7,
8,11, 14 e 15). A equipe 3 adotou uma combinacéo de estratégias escrevendo a equacao, usando
tabelas e tentativa e erro. As equipes 9 e 10 escreveram o SL com as duas equagdes relativas
aos orcamentos 1 e 2 e resolveram por meio do método da substituicdo. A equipe 13 apresentou
duas solucGes para a situacao 1, a primeira por tentativa e erro feita pela aluna A24 e a segunda
pelo de SL e do método da substituicdo feito pelo aluno A29.
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Sobre 0 andamento das aulas 3 e 4 que abarcaram a agédo de discusséo das estratégias
dos alunos, o professor solicitou as equipes aquelas que queriam apresentar como fizeram a
situacdo 1. A equipe formada pelos alunos A29 e A24 apresentaram duas estratégias distintas
conforme mencionamos no paragrafo anterior. O aluno A29 apresentou sua proposta de
resolucdo na qual escreveu o SL com duas equacdes e duas incognitas e, em seguida, fez a
resolucdo por meio do método da substituicdo. Tal fato nos discorre para o aluno evoluindo
bem em todos os conhecimentos do processo de resolucdo do problema: (i) traduziu as
informacdes do texto em uma representacdo mental (conhecimento linguistico); (ii) traduziu
0os termos matematicos e suas relacbes com a algebra, escrevendo duas equacdes
(conhecimento semantico); (iii) escreveu duas equaces com duas incognitas relativas aos dois
orcamentos apresentados no enunciado do problema (conhecimento esquematico); (iv) Tragou
o0 plano de solugdo do SL por meio do método da substitui¢cdo (conhecimento estratégico); e,
(v) Executou o método da substituicdo solucionando o problema (conhecimento
procedimental). Dessa forma, a posse do aluno nesses cinco conhecimentos elencados
possibilitou a ele obter sucesso em todas as etapas (representacéo, planejamento de resolucéo
do problema) apontadas por Proenca (2018). Ja a aluna A24 fez por tentativas e explicou que

usou o raciocinio légico conforme vemos nos dialogos abaixo:

A24: Eu usei mais a ldgica na verdade. Porque tava falando assim: uma borracha mais
um lapis da oito. Ai duas borrachas mais quatro lapis da vinte e sete e cinquenta. Ai eu
sei a cada uma borracha com um l&pis d& oito. Ent&o eu tiro aqui, b e | igual a 8. Ai vai
sobrar dois lapis e eu sei que juntando isso daqui, da dezesseis. Entdo | e | vai ser igual
a dezesseis menos o valor total que deu. Que vai dar onze e cinquenta. Ent&o, dois lapis
sdo onze e cinguenta. Dividido por dois pra dar o valor unitario, que vai dar cinco e
setenta e cinco. E... Entdo cada lapis € cinco e setenta e cinco. Ai pra descobrir o valor
da borracha é sé fazer cinco e setenta e cinco menos oito que vai dar dois e vinte e
cinco.

P: Na verdade o contrario ali, 0oito menos cinco e setenta e cinco.

A24: Aé professor, mas ta certo a resposta.

P: E, mais tem que arrumar. E... mais s6 explica de novo pro pessoal. Pessoal!
[chamando a atencdo de toda a turma]. A24. Como que ficou s6 o inicio ai? Pessoal!
[chamando novamente a atengdo da turma toda]. Como que vocé colocou ali? Vocé
colocou que o lapis e a borracha...

A24: A cada um lapis com uma borracha da oito reais. Entdo eu sei que se eu juntar
dois lapis com duas borrachas daqui, vai dar dezesseis reais. E 0 que sobrar do valor,
ai é o valor de dois lapis, que é o que tinha sobrado aqui [apontando para a resolucéo
na lousa], dai eu divido por dois pra dar o valor unitario de cada lapis.

P: Conseguiram raciocinar desse jeito pessoal? [falando para turma toda].

Al7: Sim, ela fez diminuindo o valor do lapis.
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Por meio dos dialogos, observamos que a aluna A24 resolveu a situacdo 1 multiplicando
o or¢camento 1 por dois e diminuindo o orgamento 2. Dessa maneira, restaram que menos 2 lapis
custava -11,50. Dessa maneira ela dividiu os valores por -2 e encontrou que um lapis custava
5,75 reais. Por fim, a aluna diminuiu de 8 o preco do lapis encontrando que a borracha custava
2,25 reais. Nesse contexto de resolucdo vemos que a estudante foi capaz de realizar
corretamente seu plano de solucdo e percorré-lo com éxito até a solucionar o problema
proposto. Tais circunstancias apontam para um sucesso da aluna em relagdo aos conhecimentos
estrategicos e procedimental. A Figura 9 abaixo traz a luz como a aluna resolveu o problema
proposto:

Figura 9 — Resolucgéo da situacdo 1 feita pela aluna A24.

Fonte: Elaborada pelo autor

J& a equipe formada pelas alunas A3 e Al7, conforme vimos na subsecdo anterior,
embora tivessem conseguido escrever o SL formado pelas duas equacdes ndo sabiam como
resolvé-lo usando um processo matematico. Dessa forma, as alunas adotaram um misto de
estratégia por tentativa e por tabela para encontrarem a solugéo. Os didlogos a seguir mostram

a explanacéo das alunas para construirem o caminho até encontrarem a solucéo da situacao 1:

A3: Oh eu comecei fazendo a equacao a mais b que d& igual a oito. E depois a outra
equacao que da 2a mais 4b igual a vinte e sete e cinquenta.

P: Entdo vocé comegou fazendo por equacdo. E o que que seria o azinho entdo ali?
A3: Entdo. O a... O avai ser a borrachaeobéo...

P: O lapis dai né?

A3: E, o lapis.

P: Aham. Ai vocés viram que vocés ndo conseguiriam fazer por equacao, € isso?

A3: E, ai eu tentei isolar o x, mas dai eu achei mais a facil a maneira da tabela.

[.]
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P: Como que vocé fez a tabela?

A3: Aqui entdo eu coloquei valores de a. Valores de a, valores de b e o valor total.

P: Entdo da tabela vocé colocou os valores de a, de b e do total?

A3: Aham. Dai eu...

P: Do orcamento 1 ou do 2?

A3: Na verdade foram duas tabelas né. A tabela 1 e a tabela 2.

Al7: A gente fez duas tabelas.

[...]

Al7: Na verdade a gente foi tentando os valores na folha e a gente chegou no resultado.
A3: E... Quatro lapis.

Al7: Na verdade a gente fez uma somatoria [apontando para a tabela do orcamento
1]. A gente fez quatro mais quatro, oito.

P: Aham.

Al7: Depois a gente fez trés mais cinco, oito. Todos pra nimeros inteiros.

P: Aham. Entéo vocés pegaram a tabela do orcamento e foram jogando valores né.
Al7: Isso. A gente foi somando até da oito. Mas s6 usava nimero inteiro.

A3: Ai né, a gente chegou a nimeros ndo inteiros [numeros decimais positivos e com
virgula].

[-]

P: Ai vocés foram fazendo... A tabela B, a segunda dai, o or¢gamento...

Al7: Aqui a gente colocou em uma s0. Ta, tem duas tabelas.

P: Ai vocé jogou uma tabela pro orgamento 2?

Al7: Isso.

P: Entdo pessoal, elas faziam aqui. A soma d& oito, ta pessoal? E la... Tinha que dar
vinte e sete e cinquenta, € isso né?

A3: Sim.

[.1

Al7: E, dai a gente foi mudando né. As vezes o real, as vezes o centavo. Porque ndo
tava dando os cinquenta centavos no final ou tava faltando o real. Eu sei que ficou meio
confuso. Mas no caso a gente fez a tabela, fez a somatéria. E ai depois a gente foi
multiplicando até dar. E a gente foi alterando. E, a gente foi mais por tentativa.

P: E... Vocés fizeram um misto, de equac&o, tabela e tentativa né?

A17: E... Ai no final foi mesmo, pra poder encontrar o valor correto.

Por meio dos dialogos percebemos que a equipe formada pelas alunas A3 e Al7
apresentou dificuldades iniciais na etapa de planejamento (conhecimento estratégico) da
resolucéo do problema, pois embora ao escrevessem corretamente o SL, ndo sabiam como fazer
para resolvé-lo. Para contornar esse problema, modificaram seu planejamento (conhecimento
estrategico) recorrendo ao uso de duas tabelas, sendo uma para o orcamento 1 e outra para o
orcamento 2. Nesse percurso, verificaram que nao lograram éxito ao atribuirem valores inteiros
para encontrarem o valor do lapis e da borracha (etapas de execugdo e monitoramento).

Dessa forma, por meio de seus conhecimentos estratégicos e procedimentais voltaram
atras e na etapa de planejamento decidiram usar nimeros que chamaram de “ndo inteiros”, ou

seja, numeros decimais com valores em reais e centavos de reais. Procedendo dessa maneira,
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as alunas por meio de diversas tentativas, conseguiram encontrar os valores solicitados. Sousa
e Proenca (2019), em pesquisa do contetido de equacdo do 1° grau com alunos do 7° ano do EF,
encontraram estudantes com dificuldades de escolhas de estratégias para resolucdo do
problema. Nessa pesquisa, 0s autores apontaram que os investigados monitoram o caminho de
resolucdo, percebiam erros corrigindo-0s sempre que necessario.

Ap6s 0 momento dessas apresentacdes o professor deu continuidade a aula, com a acéo
de articulagdo das estratégias dos alunos ao contetido sugerida por Proenca (2018). Para tanto,
recapitulou a estratégia do método da substituicdo apresentada pelo aluno A29 e usou como
ponto de partida para sua explanacdo a estratégia de tabela feita pela equipe das alunas A3 e
A17. Nesse panorama, o docente articulou com os alunos a forma matematica de um SL do tipo
2 por 2 e sua resolugcdo pelo método da adigdo, tendo em vista que o aluno A29 j& havia
apresentado aos colegas a resolucdo pelo método da substituicdo. A Figura 8 mostra
sobremaneira como o professor ficou a lousa com as anotac@es do professor apds esse momento

da aula:

Figura 10 - Lousa do professor ao articular a situacdo 1 ao contetdo.
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Fonte: Elaborado pelo autor

Apos finalizar as acdes de discussédo das estratégias dos alunos e de articulacéo das
estratégias dos alunos ao contetido da situacéo 1, chegou a vez de serem realizadas as mesmas
acOes para a situacdo 2. Os resultados e analises desse momento da aula é o que apresentamos

na subsecao a sequir.
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4.1.2.2 Discutindo e articulando ao contetdo a situagao 2

No tocante ao desempenho dos pesquisados na resolucdo do problema proposto pela
situacdo 2, 0 Quadro 39 a seguir mostra como ocorreu esse desempenho dando énfase as quatro
etapas de RP (representacdo, planejamento, execucdo e monitoramento) e apontando a

estratégia de resolucédo escolhida pelas equipes participantes:

Quadro 39 - Desempenho das equipes na resolucdo da situacéo 2.

EQUIPES ETAPAS DE RP OBSERVACOES
Numero | Participantes | Representacdo | Planejamento | Execu¢do | Monitoramento Estratégia e Solucéo
procedimento Final
de execucéo
1 AleA23 v v v Y TE v
2 A2e A30 v ¥ v v TE ¥
3 A3eAl7 v v/ v v/ EQ + MS v/
4 Ade A21 v ¥ v v TE ¥
5 A5e A9 v ¥ v ¥ TE v
6 A6, A20 e A27 v v v v/ TE v
7 A7eA35 - - -
8 A8 e A3l v v v v TE v
9 Al0e A32 v v v ¥ EQ + MS v
10 Al3e Al9 v ¥ v v EQ + MS v
11 Al5e A26 v v X X TE X
12 Al8 e A40 v v X X TE X
13 A24 e A29 v ¥ v ¥ EQ + MS v
14 A25e A39 v Vv v v TE v
15 A28 e A38 v ¥ v v TE ¥

Legenda: EQ: Equacédo; MS: Método da Substituicdo; TE: Tentativa e Erro; v Correta; x: Incorreta; -: Nao fez.
Fonte: Elaborado pelo autor.

Em um olhar sobre o Quadro 39, verificamos que das 15 equipes participantes, 12
chegaram a solucéo final correta do problema proposto pela situagéo 2. Sendo que a equipe 7
ndo fez a resolucédo e as equipes 11 e 12 encontraram uma solucdo incorreta apontando para
entraves nas etapas de execugdo e monitoramento da RP com dificuldades em conhecimentos

procedimentais. A Figura 11 abaixo mostra a resposta apresentada pelas equipes 11 e 12:

Figura 11 - Dificuldades das equipes 11 e 12 na resolucdo da situacéo 2.
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Equipe 11

Equipe 12
Fonte: Elaborada pelo autor

Pela Figura 11 acima, vemos que a equipe 11 acertou corretamente os pre¢os da caneta
(R$ 3,50) e do lapis (R$ 3,00), entretanto erraram o preco da borracha apontando R$ 3,50
quando o correta seria R$ 1,50. Ja a equipe 12, errou apenas o prego do lapis inferindo ser 3
reais quando a resposta correta deveria apontar 2 reais. Dentre as estratégias adotadas, 10
equipes usaram a tentativa e erro e 4 equipes optaram por escrever 3 equacdes e resolveram
usando o método da substituicdo partindo da equacdo mais simples.

Da mesma maneira que procedeu na situacdo 1, o professor pesquisador solicitou as
equipes de alunos aquelas que queriam apresentar aos demais colegas como fizeram a resolucéo
da situacéo 2 conforme a acdo de discussdo das estratégias dos alunos proposta por Proenca
(2018). Como a aula j& durava mais de uma hora e percebia-se o cansaco dos estudantes, dessa
vez o professor teve muitas dificuldades para encontrar uma equipe ou equipes que aceitassem
discutir com os colegas as estratégias adotadas. Aconteceram muitos pedidos de nota extra para
apresentar, até que o professor conseguiu convencé-los da importancia de compartilharem suas
experiéncias e do seu conhecimento. Desse modo, ap06s muita insisténcia, apenas a equipe 13
formado pelos alunos A25 e A39 aceitou apresentar a estratégia de resolucéo. Essa equipe fez
por tentativas, substituindo os valores encontrados no orgamento 3, depois no orgamento 2 e
por fim, no orcamento 1. Os dialogos abaixo mostram a explanagdo dos alunos em relacdo a

estratégia adotada por eles:
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A25: Entdo. No orcamento 3, diz que trés canetas custam dez e cinquenta. Entao pegou
dez e cinquenta e dividiu pra trés. Que dé& né, trés e cinquenta. Entdo a gente sabe que
cada caneta é trés cinquenta. Ai no orcamento 2: dois lapis de marca Newton e duas
canetas. E duas canetas. Entdo... Trés e cinquenta mais trés e cinquenta que vai dar
sete, que € as duas canetas. E, a diferenca. Entdo a gente pegou onze menos sete, que
da quatro.

A39: Por que que vocé ta tremendo Paula?

A25: Para entdo. Termina vocé.

A39: Vai termina ai.

A25: Ndo. Vai, termina aqui A39.

A39: Eu ndo vou néo professor, eu fiz mas ndo sei explicar.

A25: Entéo, vocé que fez.

P: Entdo ndo interrompe mais ela. A25 vocé esta indo super bem, pode continuar. Vai
A25.

A25: Ta. Esse € onze de dois lapis menos o preco das canetas, que da quatro. Entdo a
gente vai fazer: quatro divido por dois, que vai dar dois, é 6bvio. Que é o preco da
borracha, ndo? Faz aqui A39 [risos]. Que € o preco do lapis, que vai dar 2 reais. Dai
no orcamento 1 a gente vai ter dois lapis. Entdo a gente sabe que lapis é 2 reais. Entao
vai ser os dois lapis e mais trés e cinquenta da caneta que da sete e cinquenta. E ai...
A39: Tira do ultimo valor I4.

A25: Tira do Gltimo? E, pega 0 nove que é o preco de tudo, menos sete. Sete e cinquenta.
Que d& um e cinquenta que € o preco da borracha. E assim a gente descobriu o prego.
E o preco de tudo.

A39: Boa A25!

Pelo dialogo, percebemos que os alunos A25 e A39 perceberam na etapa de
planejamento da resolucdo do problema que poderiam resolver o problema comecando
inicialmente pelo orcamento 3, tracando assim o plano de solucdo por meio de seus
conhecimentos estratégicos. De posse desse plano, encontraram o valor da caneta no
orcamento 3. Em seguida, na etapa de execucdo por meio de seus conhecimentos
procedimentais, substituiram esse valor no orcamento 2, obtendo assim o valor do lapis. Por
fim, com os dois valores ja encontrados e substituindo esses valores na equacdo 1, encontraram
o valor do lapis, solucionando assim o problema proposto pela situacéo 2.

Ao fim da discusséo das estratégias usadas pela equipe acima, o professor fez a acdo de
articulacao das estratégias dos alunos ao conteudo, escrevendo de forma direta as equacdes de
cada or¢camento, obtendo assim o SL com trés equaces e trés e resolvendo o sistema que ja
estava escalonado. Isso ocorreu devido ao fato da maioria das equipes terem feito por tentativa
e as equipes que fizeram a estratégia algébrica ndo quiseram apresentar na lousa. Dessa maneira,
o0 docente articulou o contetudo conforme planejado na Quadro 21.

De forma anéloga a situacdo 1, também observamos em muitos didlogos algumas

equipes de alunos com dificuldades na etapa de monitoramento da resolugéo do problema. Pois
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sempre que encontravam a resposta, recorriam ao professor pesquisador para saberem se a
mesma estaria correta.

Finalizando a andlise do Eixo 1, a proxima subsecdo mostra o desempenho dos
estudantes de forma quantitativa e qualitativa concernente a resolucdo dos problemas propostos

por meio das situacdes 1 e 2.

4.1.3 Observacdes acerca do desempenho dos alunos na etapa 1

Em relacdo as estratégias adotadas pelas equipes para resolverem as situacdes 1 e 2,
conforme os Quadros 38 e 39, verificamos que 10 de 15 equipes adotaram a estratégia por
tentativa e erro nas situacdes 1 e 2, preterindo assim as estratégias de desenho e tabela sugeridas
pelo professor no andamento das aulas. Sobre esse panorama em nossa pesquisa, 0s dados
encontrados nos levam a verificar que embora tenhamos incentivado o uso de caminhos de
resolucdo que as equipes preferissem, apesar de terem contato com a algebra desde os anos
finais do EF, apenas 4 equipes usaram de seus conhecimentos esquematicos para verificarem
0 esquema dos problemas propostos como pertencentes a um contetdo algébrico nas situacdes
le2.

Mesmo em se tratando de alunos de EM, quando se depararam com a situacdo 1 que
envolvia um SL de duas equacdes e duas incdgnitas ja vistos geralmente no 8° ano do EF,
apenas quatro equipes usaram seus conhecimentos previamente aprendidos (conhecimentos
estratégicos e procedimentais) de métodos de adicdo ou da substituicdo para resolvé-lo.
Quando olhamos para as estratégias de resolucdo da situacdo 2, observamos 0 mesmo
panorama: a maioria resolvendo por tentativa e apenas quatro equipes adotando a estratégia de
resolucdo algébrica.

As equipes 11 e 12, ao adotarem a estratégia por tentativa e erro, resolveram de forma
equivocada a situacdo 2. Tal equipe calculou o preco da caneta corretamente, porém acabaram
ndo avaliando os valores encontrados do lapis e/ou da borracha no contexto do enunciado do
problema. Dessa maneira, encontramos uma dificuldade de monitoramento na resolugéo do
problema, haja vista que os alunos ndo verificaram que os valores encontrados ndo condiziam
com o enunciado proposto pela situacdo matematica. Akamine e Proenca (2022) também
encontraram alunos de 6° ano do EF com entraves na etapa de monitoramento. Nessa

investigacdo, os pesquisadores também apontaram que os alunos ndo buscaram verificar a
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resposta correta no contexto do problema e ndo revelaram uma atitude de rever a resolucéo
percorrida.

Sobre o uso recorrente da estratégia de tentativa e erro, Morais (2012) encontrou alunos
do 2° ano do EM de Portugal com dificuldades para representar situacdes naturais para
linguagem algébrica recorrentes de um pensamento algébrico ainda em formacdo. Da mesma
forma, Oktag (2018) ao pesquisar alunos de EM do México e do Uruguai verificou dificuldades
semelhantes apontando ser necessario um trabalho do professor de modo a desenvolver
estratégias para esses entraves em sala de aula.

Nesse contexto, Falcon (2009) fez uma pesquisa com 9 alunos de EM do Estado do
Texas nos Estados Unidos. Nesse estudo, o autor verificou que os alunos preferiram a estratégia
de tentativa e erro para resolverem problemas equivalentes a SL antes de terem contato com o
esse contetdo. Ja apos aprenderem a definicdo do contedo de SL, a estratégia preferida foi a
do escalonamento. No panorama dessa pesquisa, 0 autor percebeu que os estudantes conheciam
as estratégias desenvolvidas, mas tinham dificuldades para desenvolvé-las na etapa de
execucao. Sobre esse fato, 0 autor aponta que a “falta de compreenséo conceitual dos estudantes
na resolucdo de equacdes os impede de completar o processo para resolver um sistema linear
contendo duas ou trés equagdes” (FALCON, 2009, p. 16, traducdo nossa). Assim, vemos a
importancia da etapa da formacao conceitual no ensino de SL presente em nossa organizacdo

de ensino, a qual dissertaremos sobre sua analise na proxima subsecao.

4.2 Eixo 2: andlise da compreensdo e desempenho dos alunos relativos aos conceitos de SL

O eixo 2 fara a analise das aulas 5 e 6 da segunda etapa de formacdo do conceito de
nossa organizacdo de ensino. Dentro desse contexto, buscamos analisar a compreensao e o
desempenho dos alunos com a formacgdo conceitual concernentes ao conteldo de EL e SL
abordada durante as aulas planejadas. Visando uma melhor organizacdo e compreensdo da

analise, separamos as aulas planejadas 5 e 6 nas subsecfes que seguem.

4.2.1 Andlise da aula 5 — formando o conceito de EL

A aula 5 planejada de nossa organizacdo de ensino, devido ao desenvolvimento das
atividades em sala de aula, aconteceu durante 2 aulas de 50 minutos realizadas no dia 04 de
agosto de 2022. Participaram dessa aula um total de 29 alunos, sendo 14 equipes divididas em
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13 duplas e um trio em que foram trabalhadas as atividades 1 a 4 (disponiveis nos Quadros 22
e 23) buscando formar o conceito de EL com os estudantes. De modo a facilitar as anélises,

separamos as atividades nas quatro subseces a seguir.

4.2.1.1 Analisando a atividade 1

Nessa atividade, no item a apresentamos o Quadro 1 com equagdes que eram lineares e
solicitamos que os estudantes apontassem as caracteristicas que observavam em uma equacao
linear. Do mesmo modo, no item b apresentamos 0 Quadro 2 com equacdes ndo-lineares e 0s
alunos tinham que apontar as caracteristicas que verificaram. A Tabela 3 a seguir aponta as
respostas apontadas pelas 14 equipes e a quantidades de equipes que apontou cada caracteristica

de uma EL e de uma equacdo nao-linear:

Tabela 3 — Caracteristicas apontadas pelas equipes na atividade 1.

Tipo de Caracteristicas NUmero de %
equacao equipes
Equacdo A varidvel deve ter expoente 1 11 78,6%
linear Os coeficientes numéricos sdo nimeros reais 10 71,4%
As variaveis ndo podem se multiplicar 3 21,4%
As variaveis podem ficar no numerador 5 35,7%
As EL podem ter operacédo de adigéo e subtracdo entre 8 57,1%
0s termos
As EL podem ter mais de uma variavel 3 21,4%
Podemos usar letras diferentes em uma EL 8 57,1%
Podemos multiplicar nameros e letras 1 7,1%
Temos sinais positivos e negativos na EL 4 28,6%
Equacdo  As varidveis podem ter expoente diferente de 1 12 85,7%
ndo-linear  As varidveis podem estar no denominador 10 71,4%
Podemos multiplicar as varidveis 10 71,4%

Fonte: Elaborada pelo autor

A Tabela 3 nos aponta que a maioria das equipes conseguiu compreender e apontar
caracteristicas importantes de uma EL como: a variavel deve ter expoente 1 (78,6%); 0s
coeficientes numéricos sdo numeros reais (71,4%); as EL podem ter operacdo de adicéo e
subtracdo entre os termos (57,1%); e, podemos usar letras diferentes em uma EL (57,1%). J&
em relagdo a uma equacdo ndo-linear, os estudantes apontaram as caracteristicas mais
importantes, como: as variaveis podem ter expoente diferente de 1 (85,7%); as variaveis podem
estar no denominador (71,4%); e, podemos multiplicar as variaveis (71,4%).

Em relacdo a resolucdo da atividade 1, entre as 14 equipes participantes, 10 responderam

de maneira correta apontando as caracteristicas inerentes a uma EL e uma equacao ndo-linear.
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As outras 4 equipes tiveram dificuldades na traducdo de termos matematicos, conhecer seus
significados e relaciona-los com os entes matematicos envolvidos. Assim podemos elucidar
essas dificuldades relacionando as respostas das equipes na folha de atividades devolvida ao

professor:

Al e A23: Tem expoente variado € igual a 1 [sobre as incégnitas de uma EL].
A28 e A35: Tem poténcias.

A5 e A9: Né&o pode haver nem multiplicagio e nem diviséo.

A10 e A32: Nao pode ser multiplicado e nem dividido.

Observamos acima que Al e A23 dizem que 0 expoente das incdgnitas é variado e é
igual a 1, o que ndo pode ocorrer simultaneamente. Ja as demais equipes fazem afirmacdes que
ndo nos permitem concluir se sdo relativas as incognitas, aos coeficientes ou a EL como um
todo. Salientamos aqui que as dificuldades de compreensdo dessas equipes puderam ser sanados
no momento de consenso feito pelo professor na lousa, em que as equipes expuseram aos
colegas as caracteristicas encontradas durante a resolucdo da atividade, na qual a maioria estdo
apontadas na Tabela 3 vista acima.

Sobre 0 andamento da aula de modo a chegar as respostas que observamos na Tabela 3,
0 professor pesquisador observou que muitas equipes comegaram a comparar o0s dois quadros
de modo a encontrar as diferencas entre equacdes lineares e ndo-lineares e assim chegassem a
caracteristicas inerentes a cada uma. O dialogo abaixo mostra a equipe formado pelos alunos
A25 e A39 fazendo essa comparacdo e concluindo junto com o professor que uma das

caracteristicas de uma EL é que as variaveis devem ser do primeiro grau:

A39: Professor!

P: Fala senhor A39.

A39: Todas aqui tem elevado né?

P: Vocé ta indo na letra b e nem fez a letra a ainda?

A39: Mas eu to olhando aqui oh.

P: Ah vocé ta comparando a letra a com letra b, entendi! Tudo bem. E 0 que que vocé
acha?

A39: Entéo, todos 0s nimeros aqui sdo elevados, o que ndo acontece na primeira aqui.
P: Eles tem expoentes entdo? Quando a letra... Quando a variavel ndo tem expoente,
quanto que ele vale?

A39: N&o sei nao professor.

P: Ah ndo. Mas quando néo tem expoente, quanto €? A colega ajuda vai. Ai A25, quando
ndo aparece expoente na letra, é quanto?

A25: [Gesticulando com a m&o para dizer que € um].
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P: E um né. Entdo vocé ja conseguiu oh. Vocé ja flagrou né. Vocé olhando o quadro 2,
ja flagrou o quadro 1 né. Que que vocé observa?

A39: Que aqui [na variavel] tem expoente, s6 que ndo aparece.

P: Entdo, na equacao linear, quanto que é o expoente [da variavel]?

A39: Um.

P: E nas demais que ndo sdo, pode ser expoente s6 um?

A39: Nao.

P: Oh... JA manjou ja. Ja viu outra caracteristica.

Pelo dialogo acima, vemos que o aluno A39 ao comparar os quadros 1 e 2, percebe que
no quadro 2 havia expoentes nas variaveis, 0 que ndo acontecia no quadro 1. Com a ajuda do
professor e sua colega, ele consegue compreender que as variaveis do quadro 1 que ndo tinham
expoente, na verdade tinham expoente igual a um. Dessa maneira, com o auxilio do professor
a equipe conseguiu distinguir uma caracteristica inerente a EL como outra que nao era de uma
equacédo ndo-linear.

No préximo didlogo, podemos observar a equipe formado pelas alunas A2 e A30 se
deparar com uma dificuldade no entendimento do enunciado da atividade, na qual a aluna A30

pensa se tratar de uma resolucdo de equacao do 2° grau usando a formula de Bhaskara:

A2: Professor.

P: Oi Al e A30.

A30: Professor, eu to muito louca ou isso aqui da pra resolver com Bhaskara?

P: N&o é pra resolver, eu quero que vocé identifique as caracteristicas. Eu quero as
caracteristicas.

A2: Entdo, eu acho que esse aqui daria e esse aqui daria.

P: Da pra resolver com Bhaskara?

A2: E.

P: Mas no quadro 1 ali, é... vocé observa que tem equacdo do 2° grau no quadro 1?
Bhaskara é equacéo do 2° grau né?

A30: Eu sei que equacado do 2° grau tem que estar elevado ao quadrado né.

P: Isso. E 0 que que vocé observa nos expoentes das letras, todas as letras séo as
variaveis ou incognitas né ai do quadro 1. Qual que é o expoente delas? O que que vocé
observa?

A2: E... [pausa para pensar].

P: Quando a variavel ndo tem expoente, qual que é o expoente?

A30: Um.

P: Todo mundo tem expoente 1 ali nas variaveis do quadro 1?

A2: Sim.

P: E isso. Todo mundo tem expoente um na letra?

A30: Nao.

P: Vocé acha que ndo?

A30: Nao.

P: Qual que ndo tem expoente um ali no quadro 1?
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A30: Aqui oh [apontando para a folha].

P: N&o... Mais raiz de trés é um nimero ne.
A30: Nao. To falando desse daqui oh, 4n.
P: 4n. E qual que é o expoente do n? E um.
A30: Ah ta.

P: Quando n&o aparece, 0 expoente € um.
A30: Ah ta.

No contexto do diadlogo acima, vemos uma dificuldade inicial das alunas A2 e A30 com
0 enunciado da atividade proposta, que solicitava que se apontasse caracteristicas de uma EL.
Nesse sentido, a aluna A30 observou as EL (que séo equagdes do 1° grau) e quis resolvé-las
usando a férmula de Bhaskara. Proenca et al. (2020) em sua pesquisa com alunos do 9° ano do
EF também encontraram estudantes com dificuldades de compreensdo da atividade proposta na
qual ndo identificavam o objetivo solicitado pelo enunciado das atividades propostas.

Por meio do didlogo supracitado, é possivel ver que a intervencdo do professor ajudou
a aluna A30 a compreender que 0 expoente das varidveis das equa¢des do Quadro 1 era 1 e,
que, portanto, ndo se tratava de equacgdes do 2° grau que sdo resolvidas pela formula de
Bhaskara. Dessa forma, a aluna também compreendeu que quando uma variavel ndo tem
expoente, esse vale um. Em outro momento, nos deparamos com a aluna A30 com outra
dificuldade de o termo 4n apresentava expoente 4 e ndo um. Fonseca (2016) trabalhando o
contetdo de progressao aritmética com alunos do 2° ano do EM também percebeu estudantes
com dificuldades de interpretacdo de enunciados de atividades e manipulacdo algébrica que
necessitavam ser tratadas. Sobre esse contexto, em nossa pesquisa visando dar auxilio e
contornar os obstaculos encontrados pelos estudantes, o papel de intervengdo do docente foi
fundamental para a compreenséo da aluna no sucesso para realizagéo da atividade. Pouco tempo
depois, a aluna Al, faz um questionamento em relacdo a uma EL poder ter uma variavel no

denominador comparando os quadros 1 e 2 com a ajuda do professor:

P: E ai, flagraram o que nédo é EL Al e A23?

Al: O denominador nédo pode ser incognita ou nao?

P: O que que acontece né, aqui no Quadro 2, a equacdo 3, o t td no denominador né?
Al: Sim.

P: E ndo é uma equacao linear.

Al: Entdo ele ndo se enquadra.

P: N&o se enquadra né. Entéo isso é uma caracteristica?

Al: Isso que eu to em davida né, porque aqui s6 mostra no denominador.

P: S6 que o quadro 1, na equacgdo 3 a incognita td em cima, que é o numerador.

Al: Sim.

P: E no quadro 2, na equacgdo 3 a variavel ta embaixo. Entendeu a diferenca das duas?
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Al: Sim.

P: Entdo quer dizer que numerador, € equacéo linear. E no denominador?

Al: E... Elanéoé.

P: Com variavel no denominador, ela néo é.

Al: Nao é.

Observamos acima que a aluna A1 compreende que uma EL pode conter uma incégnita
no denominador, 0 que ndo ocorre em uma equacdo nao-linear. Isso aponta para um
entendimento da estudante em sua formacéo conceitual. As dificuldades de formagéo conceitual
apontadas por nossa pesquisa nessa subsecdo, também foram observadas por Gongalves e
Proenca (2020) em sua investigacdo com alunos do 1° ano do EM com o conteddo de equacéo
do 2° grau. Sobre esse fato, os autores apontaram que os estudantes investigados estavam ainda
na fase de desenvolvimento do processo de formacdo conceitual, o que trazendo para nosso
estudo é o que estava ocorrendo no momento da realizagdo da atividade 1.

Apbs a realizacdo da atividade 1, os alunos realizaram a atividade 2 envolvendo EL a

qual analisaremos na proxima subsecao.

4.2.1.2 Analisando a atividade 2

A atividade 2 (disponivel no Quadro 23) continha exemplos e ndo-exemplos de EL e
equacédo ndo-lineares e solicitava que os alunos assinalassem as EL e justificassem as que ndo
eram EL. O Quadro 40 mostra como se deu o desempenho das equipes participantes na
resolucdo da atividade 2 mostrando as respostas assinaladas (RA) e o desempenho dos

estudantes nas justificativas (JUST) apresentadas:

Quadro 40 - Desempenho das equipes na resolucdo da atividade 2.

Repostas Esperadas
2.1 — Assinalar alternativa a e justificar as alternativas b e ¢
2.2 — Assinalar alternativa e e justificar as alternativas d e f
2.3 — Assinalar alternativas h e i e justificar a alternativa g
Item 2.1 Item 2.2 Item 2.3
Equipes | Participantes RA JUST RA JUST RA JUST
1 Ale A23 alv bV e v dv hv gV
clv v iV
2 A2 e A30 alvy h vV e IV dv h v g‘/
clv f v iV
3 A3e Al7 alvy b v eV dv h v gV
clv v i -
4 Ade Al alv b v e Vv dv h v gV
c X f v iV
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5 A5e A9 alv h v e v dv h v g v
c v fv/ i v

6 A6, A20 e a v b e vV dv h g/
A27 c v fv iV

7 A8 e A3l a‘/ b\/ e\/ d - h - g -
C - f - iV

8 A10 e A32 alv bV e v dv h v/ g7
c v fv/ i v

9 Al3e A19 a v b e v dv h g7
clY f v iV

10 Al5 e A26 alv h Y - - h v gV
C - i v

11 Al8 e A40 alv b v dx e - g X h -
C X f- iV

12 A24 e A29 v b v e v qv h v g7
clv f v i

13 A25 e A39 aly b vV e V d v h v g v
c ¥ f x i I/

14 A28 e A35 alv b/ e v dv v 9-
C - f - i v

Legenda:

RA: Resposta Assinalada; JUST: Justificativa; ¥ : Correta; x: Incorreta; -: No fez.
Fonte: Elaborado pelo autor

Pelo Quadro 40 observamos que no item 2.1, as equipes deveriam assinalar a alternativa
a inerente a uma EL e justificar o porqué das alternativas b e ¢ serem equagfes nao-lineares.
Assim, observamos que 12 das 14 equipes pesquisadas marcaram corretamente a alternativa a
sendo que as equipes 4 e 11 marcaram as alternativas a e ¢, sendo essa Ultima de maneira
equivocada. Em relacdo as justificativas apontadas, vemos que a maioria fez de maneira correta,
porém as equipes 7, 10 e 14 deixaram de realiza-las. Tais equipes ndo justificaram o motivo
pelo qual a alternativa ¢ ndo apontava um exemplo de uma equacgéo nao-linear.

Ja no item 2.2 no qual se deveria assinalar a alternativa e que era um EL e justificar as
alternativas d e f que ndo eram ELs, apontamos que 12 equipes assinalaram a resposta correta.
Entretanto, a equipe 10 n&o resolveu esse item e a equipe 11 marcou de maneira incorreta o
item d e ndo justificou as alternativas que considerou como sendo de equagdes nao lineares.

Por fim, no item 2.3 cujas respostas corretas a serem assinaladas eram as alternativas h
e i e a justificativa a ser dada por ndo ser uma EL era a alternativa g foi realizada de maneira
correta por 11 equipes. Porem, o a equipe 3 deixou de assinalar a alternativa i, a equipe 7 a
alternativa h e equipe 11 marcou a alternativa g de maneira equivocada. Sobre o desempenho
nas justificativas no item 2.3, as equipes 7, 11 e 14 deixaram de realiza-la sendo que todos os

demais a fizeram de modo correto.
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Percebemos pelo Quadro 40 que a maioria das equipes foi capaz de apontar exemplos
de EL e justificar apontando caracteristicas de ndo-exemplos para as ndo ELs. Esse
apontamento de exemplos e ndo exemplos vai de encontro as ideias de Klausmeier e Goodwin
(1977) e Proenca (2021) num caminho para a formacao conceitual e do construto mental de EL
por parte dos estudantes. O Quadro 41 abaixo traz sobremaneira as justificativas apresentadas

pelas equipes participantes no tocante as alternativas que continham equacdes ndo-lineares:

Quadro 41 — Justificativas das equipes na resolucdo da atividade 2.

Item Alternativas com Justificativas apresentadas pelas equipes Equipes
equacotes ndo-lineares
Item b)a%?+ b®+ Vc - Esté elevado [as variaveis]. 1,11e14
2.1 = 25 | - Asvariaveis sdo diferentes de 1 [o0s expoentes das 2,5,9e10
varidveis].
- Possui expoentes diferentes de 1. 3,6,7e12
- Possui expoente maior que 1 4,8e13
c)m+np=10 - Estd multiplicado [as variaveis]. 1
- H& multiplicacéo no [termo] np. 2
- Possui multiplicacdo de incognitas. 3,5,6,8,9,12e13
* Disse que era EL, assim ndo justificou. 11
** N4o justificou. 4,7,10e 14
Item |d)az+b3=10 - Possuem expoentes das varidveis maioresque 1. | 1,4,8,11,13e14
2.2 - [O expoente] da variavel é diferente de 1. 2eb
- [As variaveis] possuem expoentes diferentes de 1 3,6,9e12
*N4o fez. 10
**Ndao justificou. 7el4
f)10/a+b=6 - Denominador é incognita. 1,2,3,4,5,6,8,9,
12e13
*N4o justificou. 7,10,11e14
Item | g) xyz =27 - Esta sendo multiplicado [as varidveis]. 1,4e8
2.3 - Ha multiplicacdo [entre as varidveis]. 2,3,10,12e13
- N&o podemos ter multiplicacdo entre as 56¢e9
incognitas.
- Disse que era EL, assim ndo justificou. 11
*N4o justificou. 7el4

Fonte: Elaborado pelo autor

Ao analisarmos o Quadro 41, podemos ver que a maioria das equipes deram
justificativas parecidas quando se depararam com exemplos de equacdes que nao eram lineares.
Assim, para todos os itens da atividade 2: (i) as justificativas para as alternativa b e d
concentraram-se em apontar que as variaveis tinham expoentes diferentes de 1 e portanto tais
exemplos eram de equacdes ndo lineares; (ii) as justificativas para as alternativas c e g
indicaram para o fato de que a multiplicacdo entre as incognitas referenciava para exemplos de
equacdes que ndo eram lineares; e, (iii) As respostas justificatorias da alternativa f direcionavam

para a incégnita presente no denominador da fragdo indicar um exemplo de equacdo ndo linear.
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Dessa forma, vemos que os alunos caminharam em sua formacao conceitual de modo conforme
a visdo de Pozo (1998) serem capazes de dizerem com suas préprias o conceito aprendido
(construto mental) sobre ELs. Além disso, conforme apregoam Klausmeier e Goodwin (1977)
e Proenca (2021) a maioria das equipes foi capaz de apontar os exemplos e ndo exemplos do
conceito estudado por meio das caracteristicas aprendidas sobre este conceito.

Salientamos que as equipes 4, 7, 10, 11 e 14 que apresentaram dificuldades na resolucao
da atividade 2, seja marcando alternativas incorretas ou deixando de marcar alternativas
corretas acabaram por ndo fazerem justicativas em relacdo as alternativas nao assinaladas e,
desse modo, nao foi possivel fazer inferéncias quantos as justificativas apresentadas por essas
equipes.

Com a finalizacdo das atividades 1 e 2, saimos da formacdo conceitual de EL e
aprofundamos esse conceito discutindo a sua solucéo. Isso ocorreu por meio das atividades 3 e

4 que analisaremos a seguir.

4.2.1.3 Analisando a atividade 3

A atividade 3 (disponivel no Quadro 23) buscou trabalhar a formacéo do conceito da
solugdo de uma EL. Desse modo, no item a usamos a EL x+y=10 como ponto de partida,
solicitando aos estudantes que apontassem valores para X e y que tornassem a EL em uma
sentenca matematica verdadeira. Do mesmo modo, o item b traz aequacdoa+ b -c=0¢e
também solicita os valores que a tornam uma sentenca matematica verdadeira. De posse da
resolucdo desses dois itens, o item ¢ questiona os investigados quanto aos significados dos
valores numéricos que tornam uma EL em uma sentenca matematica verdadeira. Assim, se
esperava que os alunos respondessem que tais valores numéricos correspondem a solucédo da
EL. Por fim, o item d referencia sobre a quantidade de solugdes que uma EL apresenta, cuja
resposta esperada € que as equipes digam que uma EL apresenta infinitas solugdes. O Quadro
42 nos mostra a sintese das respostas apresentadas pelas equipes para cada um dos itens da
atividade 3:

Quadro 42 - Respostas apresentadas pelas equipes na atividade 3.

Item Enunciado Respostas Equipes
a Na equacdo linear x +y = (1,9 2,13e14
10, quais valores para x e (2;8) 14
para y tornam a equacdo (3;7) 1
(4;6) 1,2,4e5
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linear uma  sentenca (4,35; 5,65) 9
verdadeira? (4,5;5,5) 3el2
(5;5) 1,2,3,4,56,89,10e12
(6;4) 3,5e7
(7:3) 8,9,11,12,13¢e 14
(8,2) 13
(9;1) 3,4e8
E na equacdo lineara + b — (1;,1;2) 5e12
¢ = 0, quais valores para a, (1;10; 11) (15; 100; 115) 12
b e c¢ tornam a equagdo | (2,1, -3) — Resposta Incorreta 13
linear uma  sentenca (2;4;6) 14
verdadeira? (3:1:4) 5
(3:5:8) 6
(3:4,7) (49,13 9
(4,3,7) 7
(4,4:8) 11
(4:5:9) 1
(5:2,7) 4e5
(5;5;10) 1,2,6e10
(5;6;11) (7;7;14) (10;3;13) 8
(5;8;13) (8;1,5) (8;2;10) 3
(6;6;12) (16;4;20) 2
(7;3;10) 4
O que significam para as | - Tornam a equacao verdadeira. led
equagdes  lineares  0s | - As solucOes das equacdes. 2,3,5,6,89,11,12,13e 14
valores numéricos que as | - Encontrou o resultado. 10
tornam em sentengas | *N3o respondeu. 7
matematicas verdadeiras?
Observando os itensa e b 0 | - Possui infinitas solucdes. 1,2,3,4,6,8,12e 13
que vocé pode observar em | - Possui varias solugdes. 509el4
relacio a quantidade de | - Tem mais de uma solucéo. 10
solugbes de uma equagdo | - S&o vérias e diversas solucdes. 11
linear? *N&o respondeu. 7

Fonte: Elaborado pelo autor

Pelo Quadro 42, verificamos que no item a, todos as equipes conseguiram encontrar

diferentes solugdes para a EL supracitada. Sendo que a maioria das equipes usou nimeros
naturais para as incognitas x e y. Nesse sentido, apenas as equipes 3, 9 e 12 usaram ndmeros
decimais para apontarem solucdes para EL dada. J& no item b, com uma EL de trés incognitas
apenas equipe 13 formado pelos alunos A25 e A39 se equivocou apontando a solucdo a=2, b=1
e ¢=-3 cujo sinal negativo para o valor de c foi colocado de maneira incorreta, apontando uma

dificuldade para executar corretamente o algoritmo do calculo matematico.

Ja os itens ¢ e d foram feitos corretamente por 13 equipes e deixou de ser feito pela

equipe 7 formada pelos alunos A8 e A31. Esses dois itens falavam sobre o valor numérico
tornar a EL em uma sentenca matematica verdadeira (item c) e sobre a quantidade de solucGes
de uma EL (item d). Vemos que as respostas corretas das equipes para esses itens sdo analogas

a mesma ideia: no item ¢ — os valores numéricos que tornavam a equagdo em uma setenca



154

matematica verdadeira eram a solucdo da EL; e, no item d — uma EL possui infinitas solucdes.
Nesse contexto, vemos mais a formagao conceitual dos alunos investigados ser construida com
sucesso, pois os estudantes investigados foram capazes de expressar com suas proprias palavras
(construto mental) o conceito estudado conforme salienta Pozo (1998).

O dialogo a seguir, mostra o professor discutindo com alguns alunos sobre a solucéo

dos itens a e b e ja encaminhando a resposta dos alunos para os itens c e d:

P: O que significa que x mais quatro é igual a cinco, pessoal? O que significa eu falar
que a solucédo é x igual a um? [Indagando sobre o enunciado antes da atividade 3].
A39: Que um mais quatro vai dar cinco.

P: Que ele torna aqui, a sentenca matematica verdadeira. Quando vocé resolve uma
equacao e acha que o x vale um aqui no nosso exemplo. Esse um deixa a equagao em
uma sentenca matematica verdadeira. Olha aqui oh, um mais quatro € igual a cinco.
Por isso que o x vale um. Porque se eu somar um mais quatro vai dar cinco, td bom?
SO que equacdo linear, ela tem mais varidveis ndo tem? Entdo, oh 14 na atividade 3, eu
gostaria que vocés respondessem oh. [Lendo o item a] Na equacéo x mais y € igual a
dez, na letra a né. Quais valores para x e quais valores para y tornam a equacao linear
uma sentenca matematica verdadeira?

A39: Qualquer valor que soma dé dez.

P: Como que é A39?

A39: Acho que qualquer valor que a soma dé dez j& vai deixar uma sentenca verdadeira.
P: Lembra que equacdo linear vai estar aparecendo mais de uma letra. Vocés
concordam com o que o A39 disse?

T: Sim.

P: Vai ter mais de uma solugéo?

T: Sim.

P: Coloca uma ai, coloca duas. Coloca até umas trés se vocé achar né. Vocés
concordam entdo que vai ter infinitas solucdes. X mais y é igual a dez, quais as
possibilidades? E isso que eu quero que vocés coloquem, ta bom?

A18: Professor, tem que colocar quantos valores?

P: Eu to pedindo um s6. Vocés entenderam pessoal? Quais valores que da x mais y igual
a dez?

A39: Um mais nove. Oito mais dois.

P: Coloca uns trés ta bom. Precisa ser s6 nimero inteiro?

A3: Néo.

Pelo dialogo podemos constatar que o professor explica o enunciado que esta antes da
atividade 3 que fala sobre a solugdo de uma equacao do primeiro grau buscando encaminhar a
analogia para uma EL. E ai que o aluno A39 conclui para o item a, que a soma dos valores de
X e y igual a 10 tornaram a EL em uma sentenga matematica verdadeira, mostrando a
compreensdo desse fato pelo estudante. Logo em seguida, os estudantes sdo provocados pelo

professor que pergunta “Vai ter mais de uma solugdo?” e varios respondem “Sim”. Ato
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continuo, vemos o aluno Al18 ja percebendo que existem varias solucdes e perguntando
“Professor, tem que colocar quantos valores?”. Todas essas falas apontam para a compreenséo
dos estudantes tanto para a solugdo de uma EL bem como para a quantidade de solucdo que
esse tipo de equacdo possui, objetivos que tragcamos na metodologia para essa atividade.

Com a atividade 3 vimos que as equipes investigadas foram capazes de ampliar o
conceito de EL estudado nas atividades 1 e 2, dessa vez com 0 ensino com foco no conceito da
solucdo de uma EL por meio de exemplos com 2 incdgnitas e, em seguida com 3 incognitas.
Além disso, os pesquisados conseguiram ter a compreensdo do significado de uma solucdo de
uma EL e ainda da quantidade de solucdes de uma EL. Todos esses aspectos vao de encontra
as ideias de Proenca (2021) para a etapa de formacéo do conceito na qual os alunos devem ter
contatos com exemplos do conceito e suas caracteristicas de modo a construirem com suas
préprias palavras (construto mental) do conceito estudado, mostrando assim sua compreensao
e entendimento do que aprenderam.

Finalizando a aula 5 com os estudantes, a atividade 4 que faremos a analise na préxima
subsecéo, buscou ampliar a formagéo conceitual com estudantes quando se depararam com 0

conceito de solucdo de uma EL.

4.2.1.4 Analisando a atividade 4

A atividade 4 (disponibilizada no Quadro 23) e Gltima atividade da aula 5, conforme
vimos em nossa se¢do de metodologia, no item a, mostrou uma solucdo falsa para uma EL e
solicitou que os alunos analisassem e justificassem sua validade. Em seguida, o item b solicitava
que as equipes apontassem duas solucdes e ndo solucdes para um EL de 3 incognitas. E
finalmente, o item ¢ dava a solucdo de um EL e pedia aos estudantes que escrevem uma EL
valida para aquela solugdo. Dentro desse contexto, observamos que essa atividade ocorreu ja
no final da segunda aula com os estudantes ja cansados e acabou sendo a atividade em que as
equipes tiveram o desempenho mais abaixo em relacdo ao acerto das respostas elencadas. O

Quadro 43 mostra como se deu o desempenho das equipes na atividade 4:

Quadro 43 — Desempenho das equipes na atividade 4.

Item Enunciado Respostas das equipes Equipes
a Na equacdo linear d + e = 8, | - N&o, pois a solucéo seria -8. 1,59e13
se considerarmos d =-2 e e = | - Estaria devendo 8, entéo a solugdo é falsa. 2e8
-6, terei a solucdo dessa | - N&o, pois os valores antes e depois do sinal de igual 3
equacao? Justifique. deveria ser 0s mesmos.
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- N&o pois a soma dos valores numéricos é -8 e na EL 4,6
é8

- Sim, pois teria a solugéo, pois -2-6 é 8, devido a 10
regra de menos com menos [resposta incorreta].

- Serd, s6 que o resultado seria negativo [resposta 11
incorreta].

N&o, pois os valores ndo deixam a EL em uma 12e14
sentenca matematica verdadeira.

*N&o respondeu. 7

b Dada a equagdo linear x-y+z | Solucéo: (2;2;9) (5;3;7) 1
=9. Aponte 2 valores para X, | Ndo sdo solucdo: (3;-2;5) (4;5;6)

y e z que séo solucdes dessa | Solugéo: (12;4;1) 2
equacdo linear e 2 valores de | N&o sdo solucdo: (4;2;3)
X, y € z que ndo séo solugbes | Solucdo: (5;4;8) (3,5;2;7,5) 3
dessa equacao linear. Ndo sdo solucdo: (3;2;1/3) (7;21;1)
Solucdo: (6;3;6) 4
N&o sdo solucdo: (10;5;1)
Solucdo: (5;2;6) (7;2;4) 5
N&o sdo solucdo: (10;2;3) (11;3;5)
Solucdo: (10;5;4) (12;6;3) 6
N&o sdo solucdo: (8;15;3) (14;7;10)
Solucdo: *N&o respondeu. 7
N&o sdo solucdo: Nao respondeu.
Soluc¢do: (10;1;0) (7;0;2) 8
Né&o sdo solucdo: (14;3;9) (13;6;6)
Solucdo: (5;3;7) (9;6;6) 9
N&o sdo solucdo: (5;5;6) (29;13;-12)
Solucdo: *N4o respondeu. 10
N&o sdo solucdo: *N4o respondeu.
Solucdo: *N4o respondeu. 11
N&o sdo solucdo: *N4o respondeu.
Solucgdo: (14;6;1) (29;25;5) 12
Né&o sdo solucdo: (12;120;40) (47;12;77)
Solucdo: (2;-1;8) (7;-2;4) — Respostas incorretas. 13
Né&o sdo solucdo: (7;9;-2) (12;9;8)
Solucdo: (3;3;3) (3;4;2) — Respostas incorretas. 14
N&o sdo solucdo: Néo respondeu.

c Sejam o0s nimeros 2 e 10, | x+y=12 1,3,4,5,8,
escreva uma equacgéo linear 9,12,13
na qual esses dois nimeros | x+y=2 — Resposta incorreta. 2
sejam solugdes. x+y=10 — Resposta incorreta.

m-p=2 — Resposta incorreta. 6
x+y=10 — Resposta incorreta.

*N&o respondeu 7,10,11
a+b — Resposta incorreta. 14

Fonte: Elaborado pelo autor

Pelo Quadro 43, vemos que das 14 equipes pesquisadas, 13 responderam de maneira
correta que os valores numéricos -2 e -6 ndo eram solucdes da EL citada, sendo que equipe 7
néo respondeu a questdo. J& no item b, verificamos que 9 equipes apresentaram de forma correta
solugdes e ndo solucdes para a EL dada. Entretanto, nesse item observamos que as equipes 13

e 14 deram solugdes de forma equivocada e ainda as equipes 7, 10 e 11 deixaram de responder
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a atividade proposta. Por fim, para o item ¢, 8 equipes investigaram escreveram uma EL correta

cujos valores numéricos 2 e 10 seriam solucdes. J& as equipes 2, 6 e 10 apontaram ELs de forma

incorreta sendo que as equipes 7, 10 e 11 deixaram de fazem a atividade proposta por esse item.

Em relacdo uma das dificuldades elencadas nessa atividade 4, o dialogo que segue

mostra a aluna A3 com entraves no item a, o qual a aluna fez erroneamente a soma de -2 com -

6 igual a +8:

A3: Professor vem ca, d+e=8.

P: Ta... d+e=8. S0 fazer a conta, d+e=8. Eu tenho aqui que d é -6 e que 0 € é -2, vai
ser solucao?

A3: QOito.

P: Jogo de sinal a gente usa quando? Na multiplicacdo e na divisdo. Entdo ai ndo tem
né?

A3: Entao ndo tem né.

P: Entdo aqui oh. Se vocé deve dois, vocé deve seis, vocé deve quanto?

A3: Oito.

P: Isso. Entéo se vocé deve dois, vocé deve seis, entdo vocé deve oito, ou seja, -8 né?
A3: Entéo té errado.

P: T4, mas vocé tem justificar o porqué.

A3: Entao ndo é né?

P: Pra que seja solucdo, vocé acabou de ver na atividade 3, tem que deixar numa
sentenca matematica verdadeira.

A3: Entdo néo é.

Vemos pelo dialogo que apos verificar o erro na resposta da aluna, o professor retomou

contetidos previamente aprendidos com a estudante, relembrando que a operagdo de soma de

nameros negativos ter sempre um resultado negativo. Com esse auxilio a estudante obteve éxito

na compreensdo e na resolucdo correta do item a. Em relacdo ao item b, a Figura 12 mostra as

dificuldades de resolucdo encontradas por duas equipes ao resolverem a EL x-y+z=9 tiradas da

folha de atividades das equipes que foi entregue ao professor ao final da aula:

Equpe 13 ) % 7 § =

Equipe14 A _ % .2 fo i kl' =)

Figura 12 - Dificuldades das equipes da resolucdo da atividade 4 - item b.

X2+ w72 Z=4
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N
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Fonte: Elaborada pelo autor
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Na Figura 12, vemos que as duas equipes elencadas acima tiveram dificuldades
procedimentais para resolverem o problema. A equipe 13 ao observar o coeficiente negativo
para y negativo na EL apresentada, acabou apontando solugdes de y = -1 e y=-2, cujos sinais
negativos eram desnecessarios. Ja as alunas da equipe 14 nao consideraram o sinal negativo de
y na EL e simplesmente usaram como solu¢Ges nimeros cuja soma era igual a 9. Em relacéo
ao item ¢ nos quais eram dados 0s nimeros 2 e 10 como solucao e solicitado que os estudantes
escrevessem uma EL que tivessem vemos na Figura 13 as dificuldades de duas equipes na

resolucdo desse problema:

Figura 13 - Dificuldades das equipes da resolucdo da atividade 4 - item c.

. ST AT ' U
oKl — X - 8 S
Equipe 2 < ‘ , </

Fonte: Elaborada pelo autor

Observamos pela Figura 13 que as equipes 2 e 6 tiveram 0 mesmo entendimento erroneo
em relacdo a questdo proposta pelo item c. As duas equipes interpretaram que 0s numeros 2 e
10 eram os termos independentes da EL e ndo a solucdo, por isso escreveram suas ELs baseados
nesse entendimento.

Nesse panorama, vemos que as dificuldades de célculos matematicos e de representacao
algébrica encontradas durante a analise da atividade 4 foram apontados por trabalhos como de
Branco (2008) que observou entraves de alunos do 7° ano do EF para representar problemas
algébricos. Teixeira (2013) também observou alunos dessa mesma faixa escolar com
dificuldades de célculo matematicos com numeros inteiros e, ainda, Neves (2012) verificou
estudantes da terceira série do EM com as mesmas dificuldades. Esse contexto aponta para uma
necessidade de melhoria no trabalho de ensino de conteudos de representacao algébrica quanto

de operagdes com numeros inteiros desde o EF até no EM.
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Desse modo finalizamos a aula 5 de nossa organizacao de ensino, visando a formacéo
conceitual de EL. Conforme nossa metodologia, a aula 6 segue essa etapa de formacao do

conceito a qual descrevemos sua analise na subsecdo seguinte.

4.2.2 Andlise da aula 6 — formando o conceito de SL

Nossa aula 6 assim como ocorreu com a aula 5, devido ao desenvolvimento das
atividades propostas acabou durando um tempo maior do que o planejado. Assim, esse
momento se deu em duas aulas de 50 minutos que se realizaram no dia 09 de agosto de 2022.
Dessa aula participaram 31 alunos divididos em 15 equipes sendo 14 duplas e um trio. De
maneira a facilitar nossa anélise e o entendimento do leitor, dividimos nossas analises com base
nas atividades 5 a 8 (disponibilizadas no Quadro 24) apresentadas nas quatro subsecOes

seguintes.

4.2.2.1 Analisando as atividades 5 e 6

Conforme vimos na se¢do de metodologia, a atividade 5 retoma os SL oriundos das
situacOes 1 e 2 vistos na aula 1. Nela, os alunos deveriam apontar as caracteristicas relativas as
formas matematicas que viam no primeiro SL que era do tipo 2 por 2 e no segundo SL, que era
escalonado e possuia trés equaces e trés incognitas. Nesse contexto, a aula teve seu inicio com
a leitura da atividade pelo professor e a explanagéo sobre como os estudantes deveriam resolvé-
la. O intuito dessa atividade 5 era que os alunos percebessem o SL como um conjunto de ELS
agrupados pelo simbolo de chaves. Desse ponto de vista, 0s alunos poderiam primeiramente
identificar que as equacdes apresentadas eram EL, para num segundo momento identificarem
que em um SL elas estavam agrupadas por uma chave. O Quadro 44 aponta sobre o desempenho

dos participantes nessa atividade:
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Quadro 44 - Desempenho das equipes na resolucdo da atividade 5.
Equipes | Participantes Caracteristicas apontadas
1 Ale A23 - Possuem incdgnitas.
-As incognitas se repetem no SL.
- Possui mais de uma EL.
- Tem operacdes de adicdo e subtracao.
- Possui chaves que agrupam as EL.

2 A2 e A30 - SL sdo compostos EL.
- Tém mais de uma EL.
3 A3 e Al7 - Tém mais de uma EL.

- Possui incognitas e ndmeros reais.
- Possui uma chave.

4 Ade A21 - Tem ELs.
5 A5e A9 - Os coeficientes sdo sempre nUmeros reais.
6 A6, A20 e A27 - Um SL é constituido por ELs.
- A chave indica um SL.
7 A7 e A35 - Possui chaves, equacdes e somas.
8 Al0e A32 - N&o hé obrigacdo de usarmos sempre a mesma letra.

- As variaveis tm sempre expoente 1.
- Coeficientes sempre sdo numeros reais.
- Tem operagdes de adicdo e subtragéo.

9 Al5 e A26 - E formado por ELs.
- Tém operacBes matematicas (adicdo e subtracdo).
10 Al6 e A38 - Equacdes lineares.
- Chaves.

- Mais de uma incégnita.
- Operacgdes matematicas.
11 Al8 e A40 - S&o formados por duas ou mais ELs que possuem as
suas incognitas relacionadas.
- Contém chaves.

12 A22 e A3l - Possuem ELs.
- Mais de uma incégnita.
- Chaves.
13 A24 e A29 - Incégnitas.
- ELs.

- Operagdes matematicas.
- Representados por uma chave.
- As incognitas se repetem nas ELs.

14 A25e A39 - Possuem uma ou mais incognitas.
- E composto por ELs.
15 A28 e A36 - Chaves.
- Somas.
- Equacdes.

Fonte: Elaborado pelo autor

Com a ajuda do Quadro 44, ao nos debrucarmos sobre as respostas dos alunos na
atividade 5 podemos verificar que das 15 equipes participantes, 10 equipes (equipes 1, 2, 3,4 e
6,9, 11, 12, 13 e 14) apontaram que os SL eram formados por EL e 9 equipes (equipes 1, 3, 6,
7, 10, 11, 12, 13 e 15) verificaram que as EL do SL eram agrupadas por chaves. Todas as
equipes indicaram diferentes caracteristicas de uma EL presentes nas equacgdes do SL, num

pensamento matematico que nos incutiu a ideia de uma compreensao ainda incompleta sobre o
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conceito que pretendiamos pra SL. Desse modo, buscando alcancar a completude desse
conceito, ao final da atividade, juntamos as ideias dos participantes da pesquisa por meio de um
consenso da turma na lousa, anotando os principais pontos pensados da forma matemaética de
um SL. A Figura 14 abaixo elucida como ficaram as anotac¢des do professor na lousa apds esse

momento da aula:

Figura 14 - Consenso na Iousa relativa a atividade 5.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Na Figura 14, observamos que com as anotacdes da lousa buscando o consenso com as
equipes participantes foi possivel chegar a uma sintese das principais ideias elencadas por meio
da atividade 5 que apontavam as caracteristicas inerentes a forma matematica de um SL.
Segundo as ideias de Klausmeier e Goodwin (1977) e de Pozo (1998) foi possivel por meio
desse momento da aula que os estudantes pudessem apontar caracteristicas e escreverem como
compreenderam o conceito de SL estudado.

Em relacdo ao andamento da aula durante a resolucdo da atividade proposta, apés
passado algum tempo da aula e verificando as dificuldades de muitas equipes, o docente tentou
fazer os alunos pensarem no fato do porqué da palavra linear ser comum tanto a SL como a EL.

O dialogo abaixo entre o professor e a aluna A24 traz a tona como se deu essa abordagem:

P: E ai, 0 que vocés observaram de caracteristicas?

A24: Ela possui incognitas. Ela tem resultados que sdo valores reais. E ela geralmente
é operacao so de soma e de subtragao.

P: Aham. Olha s0, vocés observaram... E que na aula passada a gente falou sobre as
caracteristicas da equacao linear. Por que vocé acha que se chama sistema linear?
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A24: Porgue tem um passo a passo da conta.

P: Passo a passo da conta?

A24: E... Pra resolver.

P: Olha s6. Pensa no nome, vocé viu equacdo linear e agora vocé tem sistema linear.
Tem equac0es ali ndo tem?

A24: Tem.

P: Que tipo de equacdes sao essas? O que que vocé acha? Pensa um pouquinho ai.

Verificamos pelas falas transcritas acima que o professor busca levar o aluno A24 ao
entendimento de que as caracteristicas apontadas por ele nas equac¢des do SL eram analogas a
de uma EL. Para tanto, o investigador pede para o aluno pensar nos nomes EL e SL, ndo dando
a resposta e deixando um momento para o aluno refletir. Um pouco mais adiante, o pesquisador
discute com as alunas A2 e A30 num dialogo que leva as estudantes a compreenderem que as

ELs é que formam um SL:

A2: Professor. Aqui, “responda quais caracteristicas que vocé observa na forma
matemadtica de um sistema linear” [lendo parte do enunciado da atividade]. Ndo é sobre
as caracteristicas que a gente encontrava nas equacdes lineares e que tem nesse daqui?
P: Vocé acha que tem? Ele tem essas caracteristicas? Aqui a gente tem o que, sentenca
matematicas ou equacgdes?

A2: Equagdes.

P: Equacdes. E na aula passada a gente viu o que sdo equacdes lineares. Vocé acha
que essas equacdes ai, elas sdo lineares? Vocé acha que todas elas sao lineares?

A2: Acho que sim.

A30: Sim.

P: Hein... Vocés acham que todas essas equacdes sao lineares?

A30: Sim.

P: Eu tava falando ali pras outras equipes que aula passada a gente viu equacao linear
e agora a gente ta vendo sistema linear.

A2: Mas isso ndo é uma equacgao?

P: Também, s6 que agora a gente tem um sistema linear. Sistema linear é formado pelo
que entao?

A30: Equacdes.

P: Por equacGes de que tipo?

A2: Lineares.

Desse modo, com a atividade 5 percebemos o entendimento e a compreenséo dos alunos
ao visualizarem a forma matemaética de um SL. Dando continuidade a essa ideia, atividade 6
buscou ampliar a formacgéo do conceito dos alunos relativas a SL por meio de exemplos. Assim,

no item a solicitava-se que as equipes apontassem um exemplo de SL com duas equacdes e
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duas incégnitas e no item b um exemplo de um SL de trés equacdes e trés incognitas. O Quadro

45 mostra o desempenho dos participantes na realizagdo dessa atividade:

Quadro 45 - Desempenho das equipes na resolucdo da atividade 6.

Equipes Participantes Item a — Dé um RF Item b — Dé um RF
exemplo de um sistema exemplo de um
linear com duas sistema linear com
equac0es e duas trés equacdes e trés
incdgnitas. incégnitas.
1 Ale A23 S| + ¥c =56 v Sorbtc =7 v
1.‘1 Qe = -L:l & X
2 A2 e A30 i B 7 R 7
IJ o \ ] ) :
| c A 1) }“\J o 7
3 A3e Al7 Lr o= o v ; v
a %
4 Ade A2l o+ 4 =70 v U+ 44 10 v/
L e = 11( 1 :
-
5 A5 e A9 P |, : v
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6 A6, A20 e A27 v v
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) a Ktevs 24 ,
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13 A24 e A29 L
14 A25e A39
A\
I
15 A28 e A36
9,

Legenda: RF: Resposta final; Y- Correta; P: Parcialmente correta; x: Incorreta.
Fonte: Elaborado pelo autor

Por meio do Quadro 45, vemos que 12 equipes resolveram o item a de maneira correta,
porém 3 equipes apresentaram dificuldades em sua realizacdo. Ja para o item b, 13 equipes
realizaram a atividade de forma correta e 2 equipes tiveram entraves.

Nesse sentido, constatamos acima que tanto no item a quanto no item b, equipe 5 usou
a notacdo do SL com as equacgOes entre parénteses. Ainda no item a), a equipe 9 deu uma
resposta incorreta ao escrever um SL com 2 equagdes, porém com 3 incégnitas. Por fim, a dupla
de alunas da equipe 15 escreveram corretamente as EL dos dois SL solicitados, porém
abstiveram-se de colocar a chaves agrupando as equagdes do SL tanto no item a quanto no item
b. Desse modo, no quadro acima consideramos parcialmente corretas as respostas que cujo SL
esta correto, mas a notacdo com chaves era equivocada.

Dentre todas as dificuldades inerentes a escrita algébrica, as quais puderam
posteriormente ser sanadas pelo professor, temos que Costa (2010) também encontrou tais
dificuldades com estudantes do oitavo ano do EF ao escreveram equagdes de primeiro grau. Ja
Nobre, Amado e Ponte (2012) também encontraram esses mesmos obstaculos ao trabalharem
0 método da substituicdo na resolucdo de SL com alunos do 9° ano do ensino basico de Portugal.
Sobre esses entraves, 0s autores das duas pesquisas apontam a necessidade de valorizar o
processo de ensino e aprendizagem da escrita algébrica durante as aulas de Matematica.

Apds apontar as analises que envolveram caracteristicas e exemplos de SL oriundas das
atividades 5 e 6, a proxima subsec¢do busca analisar a atividade 7 que buscou ampliar a formacéo

conceitual da solucdo de uma EL para a solugdo de uma SL.

4.2.2.2 Analisando a atividade 7
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Essa atividade buscou trazer o conceito de solugdo de uma EL vistos na aula 5 de modo

que os estudantes compreendessem a ampliacéo desse conceito para a solu¢do de um SL, cujos

valores numéricos sao solucgdes de todas as suas ELs. Nesse sentido, o item a da atividade 7

solicitava que o0s participantes escrevessem essa ideia. J& o item b da mesma atividade,

apresentava um SL, pedia que os estudantes escrevessem sua solucdo e dissertassem sobre o

significado dessa solucdo encontrada. O Quadro 46 apresenta o desempenho das equipes ao

realizarem a atividade 7 de nossa organizagéo de ensino:

Quadro 46 — Desempenho das equipes na atividade 7.

Item Enunciado Respostas das equipes Equipes
a Na aula anterior vocé | - A solucdo torna todas as equaces verdadeiras. 1,3,6ell
compreendeu o conceito de | - E deixar verdadeira todas as equacdes. 2,4,12e 14
solugdo de uma equagdo | - A solugdo de um SL é a solucéo de todas as equacoes 5e13
linear, agora como Vvocé | desse sistema.
explicaria o que € a solugdo | - Torna uma sentenca verdadeira. 7e15
de um sistema linear? - Vocé descobrir as incognitas. 8
- A solucdo é deixar todas as sentencas verdadeiras. 9e10
b Com base na sua resposta do | Solucéo: x=3 e y=2 1
item anterior, encontre a | Explicacdo: Ao estipular valores para as incognitas é
solucdo do sistema linear | possivel resolver, logo a equacéo torna-se verdadeira.
abaixo e explique com suas | Solugdo: x=3 e y=2 2,13e14
palavras o significado a | Explicacdo: Deixou verdadeira todas as equacoes.
solucéo que vocé encontrou. | Solugéo: x=3 e y=2 3
x+y=5 Explicagdo: A solucdo torna todas as equacgdes
{x —y=1 verdadeiras e as incognitas precisam ter o mesmo
valor nas equacdes diferentes.
Solugdo: x=3 e y=2 4e10
Explicacdo: Esses valores resolvem todas as
equacoes.
Solugdo: x=3 e y=2 57,12e15
Explicacdo: *Néo explicou.
Solucéo: x=3 e y=2 6
Explicacdo: A substituicdo dessas incognitas
solucionou as duas equacdes.
Solucéo: x=3 e y=2 8
Explicacdo: Por légica, 3+2=5 e 3-2=1.
Solucéo: *Ndo apresentou. 9
Explicacdo: O significado é deixar a incognita
verdadeira.
Solugdo: x=3 e y=2 11

Explica¢do: Com base no resultado, 3x e 2y bate com
o resultado.

Fonte: Elaborado pelo autor

Ao analisarmos o Quadro 46, observamos no item a que as equipes, com suas proprias

palavras, deram respostas semelhantes sobre o entendimento e compreensdo da solugéo de um

SL. Tais respostas giravam em torno do fato de que a solugdo de um SL torna em sentencas
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matematicas verdadeiras todas as ELs do sistema. Desse modo, seguindo as ideias de Pozo
(1998), ao nosso ver as equipes pesquisadas foram capazes de elaborar uma definicdo do
significado do conceito de solucéo de SL que foi abordado no item a. O passo seguinte, segundo
preconiza 0 mesmo autor, era levar os alunos a reconhecerem a definicdo do conceito em meio
a algumas possibilidades e foi isso que aconteceu no item b.

No item b, os alunos deveriam encontrar a solugédo de um SL do tipo 2 por 2 e, em
seguida, descreverem o significado da solugdo que encontraram. Das 15 equipes participantes,
14 equipes encontraram a solucdo correta do SL dado (x=3 e y=2) e, dentre esses, quatro nao
responderam sobre o significado da solucdo encontrada (equipes 5, 7, 12 e 15). Ainda
verificamos duas equipes que apresentaram dificuldades para expressarem sua compreenséo do
conceito estudado. Nesse sentido, a equipe 9 apontou que o “O significado da solugdo ¢
considerado incognita verdadeira” e equipe 11 indicou que a solugéo foi encontrada afirmando
que “Com base no resultado, 3x e 2y bate com o resultado”.

Sobre as respostas das duas equipes supracitadas, vemos que a equipe 11 embora tenha
encontrado a a resposta correta para X = 3 e y = 2 ndo conseguiu expressar esse raciocinio de
maneira correta e anotaram como “3X e 2y” e a expressdo “bate com o resultado’ nos leva a
entender que referenciasse a tornar as EL do SL em sentencas matematicas verdadeiras. Do
mesmo modo, equipe 9 também teve dificuldades para expressar seus pensamentos de maneira
correta em relagdo ao conceito abordado. Negromonte et al. (2019) ja apontavam sobre a
necessidade de desenvolvimento algébrico para que os estudantes possam se expressar melhor
algebricamente quando se deparem com atividades inerentes a algebra.

Nesse panorama, Tedesco e Giareta (2009) também encontraram estudantes do 2° ano
do EM com dificuldades em habilidades de se expressar algebricamente quando se deparam
com questdes basicas de conhecimentos envolvendo a algebra. Reforcando esse quadro
preocupante, Pereira (2017) também encontrou alunos de 9° ano de EF com entraves inerentes
ao entendimento e compreensao de conceitos algébricos. Nesse sentido, o autor infere sobre a
importancia de desenvolver o raciocinio légico e algebrico de modo que os estudantes possam
pensar e se expressar algebricamente de maneira adequada.

Nesse sentido, o dialogo a seguir entre o professor pesquisador e a aluna A6, mostra
como o docente partindo da resposta da aluna ao item a, a leva a refletir e chegar a resposta

esperada da justificativa do item b:

P: Ta. A b aqui vocé s6 colocou o resultado?
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A6: Sim.

P: Qual o significado desse resultado? Vocé respondeu... E... Vocé respondeu o valor
numeérico. Mas na letra a, vocé falou o significado, ne. O que vocé respondeu na letra
aali?

A6: Que a solucdo deixa os numeros operados que chegam ao resultado. E que a
solugéo torna a equacao verdadeira.

P: Né. S6 uma equacdo? Quando ¢é sistema linear, ele tem que deixar s6 uma equacao
do sistema verdadeira ou todas? O que que vocé acha?

A6: Como assim?

P: O que que vocé acha? Vocé resolveu o sistema linear, vocé achou o valor de x e y...
A6: Aham.

P: Ele tem que deixar s6é uma equacao verdadeira?

A6: Todas.

P: Tem que deixar todas né?

A6: Mas esse daqui ta errado entdo?

P: Nao. Ta certo os valores que vocé encontrou ali.

A6: Mas...

P: Quanto que vale o0 x? Vocé ndo respondeu ali.

AB: Ah... E s6 marcar aqui.

P: T4, o x é trés?

AB: E trés.

P: Eoyédois.

A6: E dois.

P: Correto?

AB: Sim.

P: Olha s6... Qual que é o significado disso? O x valendo trés e o y valendo dois ele
resolve, resolve o que? A primeira equacao?

AB6: As duas.

P: As duas. Esse é o significado! A solucdo do sistema tem que resolver as duas
equacdes do sistema, entendeu? Se vocé achar que o x vale trés e o igual vale dois, tem
que resolver a primeira equacao e a segunda. Porque € um sistema, eles estéo juntos.
Entéo ele tem que ser solucéo da primeira equacdo, tem que ter solugdo da segunda
equacdo. Ta?

A6: Ta bom professor.

Em um olhar mais global para resolucdo da atividade 7, verificamos que a grande
maioria dos participantes compreendeu ao final de sua resolucéo a ideia conceitual da solucéo
de um SL tendo em vista que as respostas as indagacdes da atividade estiveram em sua maioria
em acordo ao que esperdvamos sob o ponto de vista dos conceitos abordados.

Buscando finalizar a etapa 2 de formagédo do conceito de nossa organizagao de ensino,

a atividade 8 é que analisamos na préxima subsecao.

4.3.2.4 Analisando a atividade 8
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Encerrando a etapa na qual objetivamos formar o conceito de SL, a atividade 8 solicitava
aos alunos que escrevessem no papel com suas palavras, as suas compreensdes relativas os
conceitos abordados nas aulas 5 e 6. Dessa maneira, solicitamos no item a, sobre o0 que eram
EL; no item b sobre a solugdo de uma EL; no item c, sobre o que é um SL; e, por fim, no item
d, sobre o que € a solucdo de um SL. Para essas questdes, foi solicitado aos alunos que nédo
consultassem nenhum tipo de material e que escrevessem a compreensao que tinham sobre os
conceitos perguntados. A Tabela 4 mostra como se deram o0s apontamentos dos estudantes ao

responderem as indagaces da atividade 8:

Tabela 4 — Respostas das equipes na atividade 8.

Atividade Apontamentos das equipes NUmero de %
equipes
a) EL S&o equacbes do 1° grau 13 86,7%
Contém operacdes de adi¢do e subtracio 5 33,3%

Varidvel fica no numerador de uma fracéo 5 33,3%
N&o pode existir multiplicacdo entre as incdgnitas 4 26,7%
Podemos usar diferentes letras para as incdgnitas 3 20%
Coeficientes sdo nimeros reais 2 13,3%
1

b) Solucédo da EL Torna a equacdo verdadeira 5 100%
Substituicdo de ndmeros por incognitas que tornam o 3 20%
resultado verdadeiro

c) SL E um conjunto de EL 14 93,3%
Agrupados por uma chave 3 20%

d) Solugdo do SL Torna todas as EL do SL verdadeiras 13 86,7%

Fonte: Elaborada pelo autor

Dentre as respostas dos alunos para os itens a e ¢, vemos que maioria dos estudantes
compreendeu os conceitos formados e apontaram caracteristicas desses conceitos como em
consonancia com o gque vimos anteriormente na Tabela 5 sobre EL e na Figura 11 sobre SL.
Para os itens a e ¢, as respostas mais citadas foram que as EL “sdo equagdes do 1° grau” (86,7%)
e para SL foi “é um conjunto de EL” (93,3%). Ja os itens b e d referentes a solugdo de EL e SL
também foram respondidos corretamente pela maioria das equipes. Para o item b verificamos
que os alunos tendem a responder que a solucdo da EL “torna a equacdo verdadeira” ao invés
de “torna a equa¢do em uma sentenga matematica verdadeira”. Temos ainda, que esse
pensamento ¢ estendido ao item d quando os investigados apontam que a solugdo do SL “torna
todas as EL do SL verdadeira”. Ao nosso ver, essa frase escrita dessa maneira, ndo prejudica o
entendimento dos alunos relativas a esse conceito de solugéo, seja de EL ou de SL.

Ao encerrar essa Ultima atividade, observamos que nossa organizacdo de ensino
conseguiu alcancar o intuito da etapa 2 de formacéao do conceito apontada por Proenga (2021,

p. 09), pois os alunos foram capazes de “apresentarem uma defini¢do para o conceito (construto
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mental), o que evidenciara as caracteristicas do conceito que eles mencionam”. Nesse contexto,
Gongalves e Proenga (2020) pesquisando sobre conhecimentos conceituais do contetdo de
equacOes de 2° grau, com alunos do 1° ano do EM verificaram estudantes com tais
conhecimentos em fase de desenvolvimento. Ja Okta¢ (2018) ao investigar alunos de EF e EM
e Dewi et al. (2021) ao pesquisarem licenciandos de Matematica verificaram individuos com
dificuldades para identificar conceitos de SL e para estabelecer relagdes entre algoritmos devido
ao conhecimento conceitual imaturo. Estevdo (2021) em sua pesquisa bibliografica também
observou pesquisas que apontavam estudantes com dificuldades relacionadas a compreenséo e
significacdo de situacOes e conceitos. Nesse sentido, acreditamos que nossa organizacao de
ensino por meio da etapa de formag&o do conceito permitiu amenizar entraves nesse sentido
concernentes ao trabalho de SL por meio da RP em sala de aula.

Findamos assim, a etapa 2 de nossa organizacdo de ensino e chegamos a etapa de

definicdo do conteudo cuja analise descreveremos na proxima subsecéo.

4.3 Eixo 3 — analise da compreensdo e desempenho dos alunos no processo de ensino de

defini¢do do contetdo de SL

Nesse eixo faremos a anélise da etapa 3 de nossa organizacdo de ensino envolvendo a
definicdo de contetdo de SL. Dessa etapa, fizeram parte as aulas 7 a 14 englobando as
atividades 9 a 20 propostas para nossa investigacdo. Do mesmo modo que fizemos nos eixos
anteriores, separamos essa andalise por aula e por atividades de forma a trazer maior clareza e

entendimento dos objetivos propostos das analises.

4.3.1 Anélise das aulas 7 e 8 — definindo EL, SL e suas solu¢des

Essas duas aulas de nossa organizacgao de ensino ocorreram em duas aulas de 50 minutos
no dia 11 de agosto de 2022. Participaram desse momento um total de 31 alunos divididos da
seguinte maneira: dois trios, doze duplas e um aluno participou de maneira individual. Na
primeira aula do dia, foram desenvolvidas as atividades 9 a 12 da aula 7 (Quadros 25 e 26). E,
na segunda aula geminada, desenvolveram-se as atividades 13 a 15 da aula 8. As proximas
subsecOes trazem a luz a andlise das atividades desenvolvidas tendo em vista 0s objetivos

concernentes ao eixo de andlise 3.
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4.3.1.1 Andlise da atividade 9

O professor iniciou a aula relembrando com os estudantes o conceito de EL visto na
aula 5. Esse momento buscou desenvolver a abordagem de ensino para a etapa 3 conforme
Proenga (2021, p. 09) propde ao afirmar que “€¢ importante o professor estabelecer a relagao
entre a linguagem matematica envolvida e a linguagem que foi utilizada pelos alunos quando
das atividades de formacgao conceitual (etapa 2)”. Os didlogos a seguir ilustram como se deu o

momento inicial dessa aula:

P: Vamos la entdo. Pessoal, vocés viram na aula passada, 0 que que era uma equacao
linear? [Alguns segundos de siléncio] Né... O que que era uma equacao linear, quem
lembra? Foi perguntado ai, até na atividade ai, na Ultima atividade que vocés fizeram.
O que era uma equacao linear?

A3: Do primeiro grau.

P: Do primeiro grau né. O que mais? Ham.

A17: Compostas por numeros reais.

P: Compostas por nimeros reais.

A29: Operacdes de adicéo e subtracéo.

P: Hein. Operacéo de adicdo e subtracdo. E 0 que mais? Vocés tém ai pessoal, vocés
responderam.

A39: Também precisa ser verdadeira né professor?

P: Isso ja seria a solugéo ne.

Al7: Contém incognitas.

P: Contém incognitas né. Entdo agora a gente vai comecar pessoal, vendo a definicao.

Pelas falas transcritas acima, vemos os alunos A3, Al7 e A29 apontarem de maneira
correta ao pesquisador as caracteristicas compreendidas de uma EL nas aulas anteriores e ainda
vemos o aluno A39 lembrar da caracteristica da solu¢do de uma EL. Ato continuo, o professor
leu a definicdo matematica de uma EL e discutiu com os alunos o0s entes matematicos
importantes, como variaveis, coeficientes e termos independentes.

A atividade 9 (disponivel no Quadro 25) trazia em cada item uma EL e o comando era
para que o aluno apontasse os coeficientes e o termo independente inerentes a EL dada. Para
melhor compreensdo, o docente resolveu e explicou na lousa os itens a, b e ¢ visando maior
éxito na assimilacédo da definicdo explanada. Em seguida, foi solicitado que as equipes fizessem
os itens d e e de modo a compreenderem melhor o conteddo matematico trabalhado.

Em relagdo a resolugdo dos itens, ao analisarmos os dudios transcritos desse momento
da aula apontaram algumas equipes com dificuldades para reconhecerem corretamente 0S

coeficientes das incognitas presentes nas EL propostas. O dialogo a seguir mostra o professor
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auxiliando as alunas A3 e A17 a responderem corretamente o coeficiente do termo % na

resolucéo do item d:

A3: Professor, aqui eu posso deixar 0 5 aqui ou tem que passar para o outro lado?

P: Nao.

A3: Pode deixar entao?
P: Quando ta fracdo assim, qual que € o nimero que ta na frente do w? Vocé tem ai, w
sobre 5 né. Qual o numero que té na frente do w?

A17: E 0 um né?

P: Ent&o vai ficar o que?

Al7: Uma fracéo.

P: Uma fragdo né. O numerador vale quanto?
A3: Ah... Entdo aqui vai ficar uma fracdo com o 1 que esté na frente do w.
P: Isso. Na frente do w que nimero que €?

A3: Um.
P: Em baixo é 0...?
A3: Cinco.

Pelo didlogo percebemos que as alunas A3 e A17 ndo se atentaram para o fato de que

guando a variavel ndo tem um valor numérico aparecendo, isso indica que seu coeficiente é um.

,1- . .- 1 ~
Com o auxilio do docente, equipe percebeu que o termo % tem coeficiente < € Nao apenas 5

como pensavam anteriormente. Dentro desses mesmos entraves em relacdo a coeficientes e

termos independentes, o Quadro 47 esclarece como se deram tais dificuldades das 15 equipes

na resolucéo dos itens d e e da atividade 9:

Quadro 47 - Dificuldades das equipes na atividade 9-d e 9-f.

Equipes Participantes Dificuldades no item Dificuldades no item
d)ﬂ— y= 6 e)1,8x+ ny=2z+3
5
1 Ale A23 - - Colocou 1 como coeficiente do
termo my.
2 A2 e A30 - -
3 A3, Al7 e A26 - -
4 Ade A21 - Colocou 5 como coeficiente de 2. | - Ndo mudou a incognita z para o
> 1° membro da EL e colocou 1
como coeficiente de -z.
- Colocou 1 como coeficiente do
termo my.
- N&o colocou o coeficiente de -z
5 Ab5e A9 - - N&o colocou o coeficiente de -z
6 A6, A20 e A27 - Néo colocou 6 como coeficiente. - Colocou 1 e 3 como termos
independentes.
7 AT e A35 - Colocou 1 como coeficiente do - N&do mudou a incognita z para 0
termo -y. 1° membro da EL e colocou 1
- Nao colocou 6 como coeficiente. como coeficiente de -z.
8 Al10 e A32 - -
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9 Al3e Al9 - -
10 Al6 e A38 - N&o colocou coeficiente para o - Ndo colocou coeficiente para o
termo -y. termo my.
- Colocou 5 como coeficiente de g
11 Al8 e A40 - N&o colocou coeficiente para o - Nao mudou a incégnita z para o
termo -y. 1° membro da EL e colocou 1
- Colocou 5 como coeficiente de g como coeficiente de -z.
- Colocou 1 como coeficiente do
termo my.
12 A24 e A29 - - Colocou 1 como coeficiente do
termo my.
13 A25¢e A39 - Colocou 1 como coeficiente do -
termo -y.
14 A28 e A36 - Néo colocou 6 como coeficiente. - N&o mudou a incognita z para o
1° membro da EL e colocou 1
como coeficiente de -z.
15 A3l - -

Fonte: Elaborado pelo autor

Em um olhar para o Quadro 47, vemos que no item d, 2 equipes (equipes 10 e 11) ndo
colocaram corretamente o coeficiente -1 para o termo -y. Observamos que trés equipes (equipes

4, 10 e 11) colocaram erroneamente 5 para o coeficiente do termo % E ainda tivemos trés

equipes (equipes 6, 7 e 14) que nao colocaram o nimero 6 como coeficiente do termo
independente.

Do mesmo modo, tais dificuldades continuaram perfazendo no item e, no qual quatro
equipes (equipes 4, 7, 11 e 14) ndo mudaram a variavel z para o 1° membro da equagdo e
colocaram que seu coeficiente era 1. Outras quatro equipes (equipes 1, 4, 11 e 12) colocaram
equivocadamente o coeficiente 1 para o termo my, o que nos leva a acreditar que
compreenderam o 7 como uma variavel e ndo como um ndmero irracional. Para 0 mesmo item,
equipe 10 ndo colocou coeficiente para y. Do mesmo modo, duas duplas (equipes 4 e 5) que
ndo colocaram coeficientes para o termo -z. E, por fim, o trio de alunas A6, A20 e A27 (equipe
6) considerou 0s numeros 1 e 3 que estavam no 2° membro como termos independentes da EL
apresentada.

Em uma visao geral sobre o desempenho das 15 equipes na realizacdo da atividade 9,
observamos que a maioria compreendeu de a definigdo do contetdo envolvendo a definicdo
matematica formal de uma EL, tendo em vista que nove equipes responderam os itens d e e
corretamente. Entretanto, as equipes supracitadas no Quadro 49 apresentaram dificuldades na
resolucdo da atividade proposta causadas ao nosso modo de ver por uma nao apropriacao de
conteldos matematicos de algebra que sdo trabalhados a partir do 7° ano do EF, como é o caso

dos coeficientes de um termo algébrico. Gongalves e Proenca (2020) também observaram tais



173

dificuldades com alunos do 1° ano do EM ao investigarem sobre conhecimentos conceituais e

procedimentais de equagOes de 2° grau.

4.3.1.2 Andlise da atividade 10

Antes de iniciar a atividade 10 (disponivel no Quadro 26), o professor pesquisador
retomou com os alunos a ideia conceitual da solu¢do de uma EL vista na etapa 2 de formacéo
do conceito. Em seguida, leu na folha de atividades sobre a definicdo formal da solucédo de uma
EL. Nesse momento, o professor enfatizou nas falas que a solugdo de uma EL torna a equacéo
em uma sentenga matematica verdadeira e ndo em uma “equacdo verdadeira” como muitas
equipes responderam nas atividades da etapa 2.

Com a definicdo, o pesquisador resolveu e explanou na lousa a atividade 10-a que trazia
consigo a EL 3x-y=0, a qual o item a que solicitava que se verificasse se a dupla ordenada (1,3)
dada era solucdo da EL apresentada. Buscando que os alunos compreendessem a definicdo do
contetido apresentado, foi pedido as equipes que resolvessem os itens b e ¢. O Quadro 48 traz

a tona o desempenho das equipes na resolucéo desses dois itens:

Quadro 48 - Desempenho das equipes na resolucdo da atividade 10.

Equipes Participantes Item b: (-2;5) RF Item c: (4;12) RF
Sentenga matematica Sentenca matematica
encontrada e resposta encontrada e resposta

se € ou ndo solucéo de se é ou ndo solucéo
1 Ale A23 -11=0. * p= 0=0. E solugo. /
2 A2 e A30 -11 = 0. N&o é soluggo. v 0=0. E soluco. v
3 A3, Al7 e A26 -11 = 0. N4o é solucdo. v 0=0. E soluco. v
4 Ade A21 -11=0. * P 0=0. E solugo. /
5 A5 e A9 -1 =0. N3o é solucio. X 0=0. E soluco. Vv
6 A6, A20 e A27 -11 = 0. N4o é solucdo. v 0=0. E soluco. v
7 A7 e A35 0=-11 E solugfo. v 0=0. E soluco. Vv
8 Al0e A32 -11 = 0. N4o é solucdo. v 0=0. E soluco. v
9 Al3e Al19 -11 = 0. N4o é solucdo. v 0=0. E soluco. v
10 Al6 e A38 -11=0. * P 0=0. E solugo. /
11 Al8 e A40 -6 = -5. Nao é solucdo. X 0=0. E solugo. /
12 A24 e A29 1=0. Nao é solucdo. X -4 = 0. Ndo é solucao. X
13 A25 e A39 -11 = 0. N4o é solucdo. v 0=0. E solugo. v
14 A28 e A36 1=1 E solucéo. X 0=0. E solugo. Vv
15 A31 0=-11 E solugfo. Vv 0=0. E solugo. i
Legenda:

RF: Resposta final; ¥ : Correta; P: Parcialmente correta; x: Incorreta.
*: A equipe ndo respondeu se o par ordenado é solucéo da EL.
**: Consideramos a resolucédo parcialmente correta as equipes que fizeram o calculo de verificacdo
correto, mas que porventura ndo responderam se o par ordenado era solucéo da EL.
Fonte: Elaborado pelo autor
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Sobre 0 mesmo item b, verificamos que as equipes 7 e 15 tiveram dificuldades ao
responderem a indagagdo da atividade, haja vista que encontraram corretamente a sentenca
matematica falsa 11=0 e afirmaram que o par ordenado era solucdo da EL. J& as equipes 1, 4 e
10 também demonstraram obstaculos no momento final de resolucdo da atividade tendo em
vista que fizeram o célculo correto encontrando a sentenca matemaética 0=-11, entretanto ndo
finalizaram a atividade afirmando se a dupla ordenada é ou ndo solugdo da EL. A Figura 15
mostra as dificuldades de 4 equipes na resolucdo do item b relativas a conhecimentos

procedimentais:

Figura 15 - Dificuldades da etapa de execugéo na resolucdo da atividade 10-b.

b) (-2,5) © =© b) (-2, 5)
x 4 x n -9 _ f:\) -~
Vs & c/ > /
.)7-—'2 .5 -‘O ‘; /‘/'_’ i ’L‘ ;
-¢-5+=0 e
- { =& J Tl
Equipe 5 Equipe 11
b) (-275) b) (-2, 5)
‘= ) = |
Equipe 12 Equipe 14

Fonte: Elaborada pelo autor

Observamos na Figura 15 que equipe 5 além de ndo usar os parénteses na multiplicacdo
3.(-2) erraram o calculo da adicdo -6-5 colocando -1 ao invés de -11. Os alunos da equipe 11,
além de ndo fazerem o mesmo uso dos parénteses na multiplicagdo também erraram o calculo
-6-5 encontrando 0 nimero 1 como resposta e expressaram a resposta com -6=-5. A equipe 12
teve um erro procedimental ao calcular a multiplicagéo 3.(-2) = +6. Por fim, as alunas da equipe
14 usaram a EL da atividade 11, ndo se atentando para esse obstaculo.

Finalizando a atividade 10, na resolucéo do item c, 14 equipes fizeram corretamente tal
atividade. Porém, equipe 12 apresentou entraves em seus conhecimentos procedimentais para

esse item ao fazerem a multiplicacdo 3.4=8 e encontrando erroneamente a sentenca -4=0.
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Dificuldades analogas com calculos matematicos foram verificadas por Holanda, Freitas e
Rodrigues (2020) ao investigarem questfes das 4 operacdes matematicas basicas com alunos
do 2° ano EM. Sobre esse fato, os autores apontam a necessidade de pesquisas que apontem a
causa de tais dificuldades. Silva e Silva (2013) ao pesquisarem opera¢cdes com numeros
racionais com alunos do 3° ano do EM também apontaram entraves dos estudantes pesquisados
em célculos aritméticos. Do mesmo modo, 0s autores apontaram para a necessidade de
pesquisa, politicas e a¢cBes educacionais que intervenham nesse cenario.

Assim, finalizamos a analise dessa atividade 10 e apresentamos a atividade 11 na

subsecéo que segue.

4.3.1.3 Anélise da atividade 11

Nessa atividade (disponivel no Quadro 26) que é uma ampliacdo da definicdo do
contetdo abordado, apresentou-se triplas ordenadas e solicitou-se para que o0s alunos
verificassem se essas eram solugdes da EL x- 2y + z = 1 com trés incognitas dada. O
pesquisador explanou sobre a resolucdo do item a e pediu para que as equipes fizessem o item

b. O Quadro 49 mostra o desempenho das equipes na resolucéo dessa atividade:

Quadro 49 - Desempenho das equipes na resolucdo da atividade 11.

Equipes Participantes Item b: (3;-1;4) RF
Sentenca matemaética encontrada e resposta
se € ou ndo solucdo
1 Ale A23 9+19=1%* p**
2 A2 e A30 9 =1. Ndo é solucdo v
3 A3, Al7e A26 9 = 1. N&o é solucdo. v
4 Ade A21 1 =1. E solucfo. X
5 ASe A9 9 = 1. N&o é solucéo. v
6 A6, A20 e A27 9 =1. N&o € solucdo. v
7 A7 e A35 2 = 1. E solucdo. X
8 Al10 e A32 9=1.* P
9 Al3e Al9 9 = 1. N&o é solucéo. v
10 Al6 e A38 9=1.* P
11 Al8 e A40 3--2+4=1.E solucio. X
12 A24 e A29 9 = 1. Ndo é solucao. v
13 A25¢e A39 9 = 1. N&o € solucdo. v
14 A28 e A36 2 = 1. E solucéo. X
15 A3l 2 = 1. E solucéo. X
Legenda:

RF: Resposta final, ik Correta; P: Parcialmente correta; x: Incorreta;
*: A equipe ndo respondeu se o par ordenado é solucédo da EL.
**: Consideramos a resolucdo parcialmente correta as equipes que fizeram o célculo de verificacdo
correto, mas que porventura ndo responderam se o par ordenado era solugédo da EL.
Fonte: Elaborado pelo autor
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Sobre a resolucdo do item citado acima, as equipes 1, 8 e 10, fizeram o célculo
corretamente, porém nao apontaram se a tripla ordenada era solugdo ou ndo da EL. Devido a
esse fato, consideramos a resolucdo dessas equipes como parcialmente corretas. Ja outras
equipes, assim como ocorreu na atividade 10 também demonstraram dificuldades de

compreensdo em conhecimentos procedimentais que podem ser vistos na Figura 16:

Figura 16 - Dificuldades das equipes na atividade 11-b.
b) (3,-1,4) b)) b) (3,-1,4)

. | fl . '(/ J
Equipe 4 3 N
Equipe 11
b) (3,-1,4) b) (3,-1,4) Equipe 14
3 2 -
S < LT~0 = +
/ oA ) 7/
£+ p - /
Equipe 7
Equipe 15

Fonte: Elaborada pelo autor

Sobre os entraves encontrados acima, observamos que equipe 4 errou o sinal de 4 ao
substituirem o valor de z. Ja equipe 11 ndo conseguiu terminar o célculo, apresentando
equivocadamente a expressdo 3 - -2+4=1 com dois sinais negativos. As equipes 7, 14 e 15
tomaram como base os calculos do item a e acabaram substituindo os valores das incognitas de
maneira errada. Nesse contexto, Rodrigues, Bento e Curi (2012) também encontram alunos de
3°ano do EM com dificuldades em calculos envolvendo par ordenado no conteddo de equacgéo
da reta. Os autores apontam como solucéo para tais entraves o trabalho do professor em sala de
aula fazendo o uso de diferentes registros de representacdo semidtica para um mesmo objeto
matematico.

A proxima subsecdo mostra a analise do desempenho dos estudantes na resolucéo da
atividade 12.
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4.3.1.4 Anélise da atividade 12
A atividade 12 (disponivel no Quadro 26) € a ultima atividade da aula 7 e buscava que
o0s alunos encontrassem uma solucdo para a EL x-4y=3. O Quadro 50 traz a luz como se deu o

desempenho das equipes investigadas na realizacdo dessa atividade:

Quadro 50 - Desempenho das equipes na resolucdo da atividade 12.

Equipes Participantes | Solugdo encontrada RF
1 Ale A23 (7;1) v
2 A2 e A30 (7;1) v
3 A3, Al7 e A26 (7;1) v
4 Ade A21 (7;1) v
5 A5e A9 (7;1) v
6 A6, A20 e A27 (7;1) v
7 A7 e A35 (7;0) X
8 Al0 e A32 (7;1) v
9 Al3e Al9 (-37;-10) v
10 Al6 e A38 (5;2) X
11 Al8 e A40 (5;2) X
12 A24 e A29 (7;1) v
13 A25 e A39 (11;2) v
14 A28 e A36 (7;0) X
15 A3l (7;0) X

Legenda:

RF: Resposta final; ¥': Correta; P: Parcialmente correta; x: Incorreta;
*: A equipe ndo respondeu se o par ordenado é solucdo da EL.
**: Consideramos a resolucdo parcialmente correta as equipes que fizeram o calculo de verificacdo
correto, mas que porventura ndo responderam se o par ordenado era solugéo da EL.
Fonte: Elaborado pelo autor

Por meio do Quadro 50, vemos que das 15 equipes investigadas, 10 encontraram uma
solucéo correta para a EL. Outras cinco equipes demonstraram mais uma vez dificuldades de
execucdo no célculo matematico para verificar se os valores encontrados eram realmente

solucdo da EL. Tal ocorréncia é visualizada na Figura 17 que segue:

Figura 17 - Dificuldades das equipes na atividade 12.
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Fonte: Elaborado pelo autor

Na figura acima, vemos que as equipes 7, 14 e 15 reportaram o par ordenado (7;0) como
solucdo da EL dada. Entretanto, essas equipes tiveram entraves de execucao do célculo ao
resolverem a expressao numérica 7-4.0, a qual efetuaram a operacdo de subtracdo antes da
multiplicacdo. Do mesmo modo, as equipes 10 e 11 apontaram (5;2) como solugdo a EL. Porém,
no calculo de verificacdo se equivocaram escrevendo erroneamente 5-8=3. Mais uma vez
encontramos dificuldades em conhecimentos procedimentais por parte dos participantes. 1sso
no leva a apontar a ndo apropriacdo de conteldos matematicos estudados pelos estudantes no
EF, como a ordem operatdria de expressdes numéricas e a operacao de subtracdo com nimeros
positivos e negativos. Conforme vimos em subsecdes anteriores, tais obstaculos também foram
encontrados com alunos do EM por Holanda, Freitas e Rodrigues (2020) e por Silva e Silva
(2013) e necessitam ser tratados desde o EF de modo a serem amenizados.

Assim, finalizamos a andlise das atividades da aula 7. A aula 8 que aconteceu no mesmo
dia contou com a resolucédo das atividades 13 a 15 (disponiveis no Quadro 27) cujas analise

veremos nas proximas subsecoes.

4.3.1.5 Andlise das atividades 13 a 15

A aula 8 contou a resolucdo das atividades 13 a 15 disponibilizadas no Quadro 27. Desse
modo, a atividade 13 trazia a defini¢cdo formal de uma SL do tipo 2x2 e solicitava que os alunos
assinalassem todos os SL que eram inerentes a esse tipo. Logo em sequéncia, a atividade 14

indicava a defini¢do formal de um SL mxn formado m equacdes e n incognitas e, em seguida,
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pedia que os alunos apontassem os tipos dos SLs dados com base nessa definicdo. Para essa
atividade, docente resolveu o item a e solicitou que as equipes respondessem os itens b, ¢ e d.
Por fim, a atividade 15 trazia a defini¢do formal da solugdo de um SL do tipo 2x2 e solicitava
que os estudantes verificassem se o par ordenado dado era ou ndo solucdo do SL apresentado.
Do mesmo modo, nessa atividade para melhor compreenséo, o professor pesquisador resolveu
na lousa o item a e solicitou que as equipes fizessem o item b. O Quadro 51 mostra como foi 0
desempenho das equipes na realiza¢ao dessas trés atividades listadas:

Quadro 51 - Desempenho das equipes na resolucdo nas atividades 13, 14 e 15.

Equipes Participantes Atividade RF | Atividade | RF Atividade RF
13 14 15

1 Ale A23 a) (x) v b) m2 x ns X 3=3V v
d) () v ) M3 X Nz X 17=8F v
d) ma xny X * X
2 A2 e A30 a) (x) v b) 2x2 v 3=3V v
d) (x) v c) 3x2 v 17=8F v
d) 2x2 v/ | N&o ésolucdo. | ¥
3 A3, Al7 e A26 a) (X) J b) 2x2 N 3=3V J
d) (x) v c) 3x2 v 17=8F v
d) 2x2 J| | N&o ésolugdo. | v
4 Ade A2l a) (X) J b) 2x2 v 3=3V J
d) (x) v c) 3x2 v 17=8F v
d) 2x2 ¥| | Nédo ésolugdo. | v
5 A5 e A9 a) (X) J b) 2x2 v 3=3V v
d) (x) v c) 3x2 v 17=8F v
d) 2x2 | | Néo ésolucdo. | v
6 A6, A20 e A27 a) (x) v b) 2x2 v 3=3V v
d) (x) v c) 3x2 v 17=8F v
d) 2x2 | | Néo ésolucdo. | v
7 A7 e A35 a) (x) v b) 3x3 v 3=3V v
d) (x) v c) 3x2 v 17=8F v
d) 3x3 X | N&o é solugdo. | v
8 Al0 e A32 a) (X) v b) 2x2 J/ 3=3V /
d) (x) v c) 3x2 v 17=8F v
d) 2x2 v| | Néo ésolucdo. | v
9 Al3e A19 a) (X) J b) 2x2 v 3=3V v/
d) (x) v c) 3x2 v 17=8F v
d) 2x2 v| | Néo ésolucdo. | v
10 Al6 e A38 a) () V b) 2x2 v 3=3V v
d) (x) / c) 3x2 v 17=8F v
d) 2x2 v * X
11 Al8 e A40 a) (x) v b) 2x2 v 3=3V v
d) (x) v c) 3x2 v 17=8F v
d) 2x2 | | Néo ésolucdo. | v
12 A24 e A29 a) (x) v b) m2 x ns X 3=3V v
d) () v ) M3 X Nz X 17=8F v
d) mz xny X * X
13 A25 e A39 a) (x) v b) 2x2 v 3=3V v
d) (x) v c) 3x2 v 17=8F v
d) 2x2 v| | Néo ésolugdo. | v
14 A28 e A36 a) () v b) 3x3 v 3=3V v
d) (x) / c) 3x2 v 17=8F v
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d) 3x3 X | Néo é solugdo. | v

15 A31 a) () J b) 3x3 v 3=3V J
d) (x) v c) 3x2 v 17=8F v

d) 3x3 X | Néo é solugdo. | Vv

Legenda:
RF: Resposta final; V1 Correta; x: Incorreta; V: Sentenga matematica verdadeira; F: Sentenca
matematica falsa.
*: A equipe ndo respondeu se o par ordenado é solucdo do SL.
Fonte: Elaborado pelo autor

Por meio do Quadro 51 vemos que todas as equipes participantes assinalaram de
maneira correta os SLs dos itens a e d como sendo SL do tipo 2x2. J& em relacdo a resolucéo
da atividade 14, as equipes 7, 14 e 15 erraram 0s itens b e d da mesma maneira, colocando que
os SLs tinham 3 equac0es e 3 equagdes. Esse erro pode ter sido causado devido ao fato de os
alunos terem um construto mental equivocado de que todo SL tem que ter necessariamente a
mesma quantidade de equacdes e incdgnitas. Ja as equipes 1 e 12 mostraram dificuldades de
compreensdo para registrar a notacdo correta do tipo de um SL mxn. Os didlogos abaixo
mostram alguns questionamentos de alunos sobre a quantidade de equacdes e de incdgnitas de
um SL durante momento da aula que abarcou a resolucdo da atividade 14:

A23: Professor, os valores m e n tem que ser sempre igual pra todo mundo?

P: N&o necessariamente ta. Pode ter varias equacdes e varias incognitas e a quantidade
ndo precisa ser igual. Sistema linear ele pode ter varias equacgdes e varias incognitas
t4. Olha o que acontece ai no exemplo 14-b.

A23: Verdade.

[...]

A25: Professor, olha aqui. Pode ter mais incégnitas do que equac6es?

P: Pode acontecer de ter mais equacdes do que incognitas e vice-versa. Pode ter mais
incdgnitas do que equacdes.

Nos dialogos, vemos primeiramente a aluna A23 questionar o professor sobre a
necessidade do nimero de equagBes m e o numero de incognitas n de SL serem iguais. Ja a
aluna A25, ao observar o item b da atividade 14 pergunta se um SL pode ter mais incognitas do
que equacdes. Sobre esse panorama de dificuldades na atividade 14, Silva (2006) em sua
pesquisa com 150 alunos de 2° e 3° anos do EM verificou entraves dos estudantes com relacéo
a interpretacdo e escrita matematica. O autor aponta que esse quadro pode ser causado por um
ensino automatizado, de memorizacdo, preso a formulas e algoritmos necessitando ser

contornado por ac¢des de ensino que tragam uma aprendizagem mais significativa.
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Por fim, a atividade 15 cujo item b solicitava que se verificasse se o par ordenado (5;2)

x—y=3

era solucdo do SL {3x +ty=8 apontou no Quadro 51 que todas as equipes substituiram o par

ordenado de maneira correta na primeira equagdo encontrando com sucesso a sentenca
matematica verdadeira 3=3. E da mesma forma, ao substituirem o mesmo par ordenado na
segunda equacdo, encontraram de forma correta a sentenca matematica falsa 17=8. Entretanto,
ao finalizar a resolucédo da atividade proposta, percebemos que as equipes 1, 10 e 12 deixaram
de responder se o par ordenado dado era ou ndo solucgéo do SL. Esses entraves de deixar conferir
o resultado de uma atividade proposta também foi encontrada por Goncalves e Proenca (2020)
ao trabalharem equacéo de 2° grau com estudantes do 1° ano do EM.

Desse, finalizamos a anélise das atividades da aula 8. A préxima subsecdo dissertara
sobre a analise realizada das atividades inerentes a aula 9.

4.3.2 Anélise da aula 9 — classificacdo de um SL e método da adi¢do

A aula 9 ocorreu em uma aula de 50 minutos no dia 16 de agosto de 2022. Em relacdo
a defini¢do do conteudo, trabalhamos a solu¢do de um SL do tipo 2 por 2 por meio do método
da adigdo. Participaram dessa abordagem da aula 28 alunos divididos em 13 equipes, sendo: 9
duplas, 3 trios e um aluno de maneira individual. Objetivando a compreensao dos estudantes
para a abordagem dessa aula, foi realizada a atividade 16 (Quadro 28), a qual dissertaremos na

subsecdo que segue.
4.4.2.1 Anélise da atividade 16

No inicio daaula 9, o professor buscou retomar com os alunos 0 método da adi¢ao usado
naresolucéo de SL com duas equaces e duas incognitas, vistos na etapa 1 durante a articulagcdo
das estratégias dos alunos ao conteudo e que apontamos na Figura 8. Foi um momento de o
professor elencar com os estudantes conhecimentos prévios que eles poderiam ja ter adquirido
no EF, j& que o algoritmo do método da adicéo € trabalhado geralmente no 8° ano dessa etapa
de ensino. Apds perguntar as equipes se estas ja haviam estudado ou lembravam desse
conteddo, apenas os alunos A24, A29 e A39 manifestaram a lembranga de se recordarem do
método e ajudaram o professor na explanacdo da atividade 16 item a na lousa, o qual era um

SPD. Em seguida, o professor resolveu também na lousa, o item b (SPD), o item ¢ (SPI) e 0
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item d (SI). De modo que os alunos praticassem e compreendessem a resolucdo de um SL 2 por

2 pelo método abordado, solicitou-se que as equipes fizessem os itens: e (SPD), f (SPI) e g (SI).

O Quadro 52 aborda como se deu o desempenho dos alunos e as dificuldades apresentadas por

eles na resolucdo dessas atividades:

Quadro 52 - Desempenho as equipes na resolucéo na atividade 16.

Equipes Participantes { x+y=38 RF F) { m+n=-2 RF @ { a+b=9 RF

) 2x+y =14 3m+3n= -6 2a+2b=1
1 Ale A23 S={6;2} v S={-0-2, a} v S={} v
SPD v SPI v SI v
2 A2e A30 S={6;2} v S={-a-2, a} v S={} v
SPD i SPI v Sl v
3 A3, Al7e S={6;2} v S={-a-2, a} v S={} v
A26 SPD i SPI v Sl v
4 Ade Al6 S={6;2} v S={-a-2, a} v S={} v
SPD v SPI v SI v
5 A5e A9 S={6;2} v S={-a-2, a} v S={} v
SPD v SPI v SI v
6 A6, A20 e S={4;4} X S={-0-2, a} v S={} v
A27 SPD v SPI Vv Sl v
7 A7 e A35 S={4;4} X S={-a-2, a} v S={} v
SPD v * X Sl v
8 Al0e A32 S={6;2} v S={-a-2, a} v S={} v
SPD v SPI v SI v
9 Al8,A3le S={6;2} v S={-a-2, a} v S={} v
A40 SPD v SPI v SI v
10 Al9 S={6;2} v S={-0a2,a} v S={} v
SPD i SPI v Sl v
11 A24 e A29 S={6;2} v S={-0-2, a} v S={} v
SPD i SPI v Sl v
12 A25e A39 S={6;2} v S={-0-2, a} v S={} v
SPD v SPI v SI v
13 A28 e A36 S={6;2} v S={-0a2,a} v S={} v
SPD v SPI v SI v

Legenda:

RF: Resposta final; v': Correta; x: Incorreta.
*: A equipe ndo classificou o SL resolvido.
Fonte: Elaborado pelo autor

Pelo Quadro 52, na atividade 16-e percebemos que 11 das 13 equipes participantes
apontaram corretamente a solugcdo S={6;2} e a classificacdo SPD para o SL dado. Entretanto,
as equipes 6 e 7 tiveram dificuldades de conhecimentos procedimentais e calcularam de
maneira equivocada o valor da incognita x durante a resolucdo do SL conforme observamos na

Figura 18 a sequir:

Figura 18 — Dificuldades as equipes na resolucédo da atividade 16-e.
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Egapes Equipe 7

Fonte: Elaborada pelo autor

Na Figura 18 vemos que as equipes 6 e 7 tiverem dificuldades de conhecimentos
procedimentais na execucao do calculo da atividade proposta pelo item e. As duas equipes, a0
resolverem a EL x+2=8 ao invés de subtrairem 2 unidades dos dois membros da equacéo,
acabaram dividindo por 2 os dois membros da equacdo. Tais entraves de alunos na resolugéo
de equacbes de 1° grau sdo apontadas em pesquisas como de Pacheco (2009) que encontrou
dificuldades em operacdes algébricas, regra de sinais e procedimentos de resolucéo de equacdes
com alunos do 8° ano do EF. Ja Freitas (2002) ao pesquisar o0 mesmo contetdo com alunos do
1° ano EM apontou obstaculos relacionados a transposicdo de incdgnitas e de termos
independentes na resolucdo algoritmica de equacdes. Sobre esse quadro preocupante, 0s autores
enfatizam a necessidade de estudos que deem mais atencdo a algebra escolar com énfase na
realidade das escolas brasileiras.

Relativo a entraves no item f equipe 7 realizou o calculo de maneira correta, entretanto
ao finalizarem a resposta ndo classificaram o SL resolvido como SPI. Finalmente, no item g
todas as equipes participantes lograram éxito na resolucdo do SL proposto apresentando a
solucéo e classificacdo de maneira correta.

Em uma visdo geral, podemos inferir que as equipes demonstraram a compreenséo do
algoritmo do método da adicéo para resolucdo de SL com duas equagdes e duas incognitas, bem
como em apontar a classificacdo de cada SL dado. Apos essa atividade, se deu-se nas aulas 10
e 11 a definicdo do conteudo do Teorema de Cramer como uma alternativa para resolucéo de
SL tanto do tipo 2 por 2 quanto do tipo 3 por 3. A analise dessas aulas é que faremos a seguir.

Mais uma vez, de modo a facilitar a analise dessas aulas separamos cada uma delas nas

subsec¢des que seguem.
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4.3.3 Andlise das aulas 10 e 11 — teorema de Cramer na resolucdo de SL do tipo SPD

A aula 10 transcorreu em uma aula de 50 minutos no dia 16 de agosto de 2022, ou seja,
na sequéncia da aula 9. Ja a aula 11 realizou-se em duas aulas de 50 minutos no dia 18 de agosto
de 2022. Sobre essa aula 11, justificamos ter durado o dobro do tempo previsto, devido ao fato
de dissertar sobre o Teorema de Cramer para resolucdo de SL com 3 equacdes e 3 incognitas
cujo algoritmo necessitava do célculo de 4 determinantes do tipo 3 por 3 com o uso da Regra
de Sarrus, 0 que tornou o0 processo moroso e a extensdo do tempo de uma para duas aulas.

Outro fato inerente a aula 11 foi que ela ocorreu em um dia muito chuvoso e contou com
a participacao de apenas 20 alunos divididos em 10 equipes, sendo 7 duplas e 2 trios. Sobre a
andlise das aulas 10 e 11, nas quais foram realizadas respectivamente as atividades 17 e 18
(disponibilizadas nos Quadros 29 e 30), é que tracaremos inferéncias nas duas préximas

subsecdes.

4.3.3.1 Anélise da atividade 17 — teorema de Cramer na resolucdo de SL com duas equaces e

duas incdgnitas

A atividade 17 trazia a abordagem sobre o Teorema de Cramer como uma alternativa
para resolucdo de SL que tinham a classificagdo SPD, retomando o conteldo de determinantes
aprendido previamente e que era necessario para execu¢do do teorema abordado. Sobre o
enunciado dessa atividade, esse pedia que se resolvesse 0os SLs com duas equacOes e duas
incognitas por meio do Teorema de Cramer e, se seguida, que se classificasse tal SL. No
momento da aula, o professor explanou na lousa sobre a resolucdo do item a e solicitou as
equipes que resolvessem o item b. O Quadro 53 a seguir mostra o desempenho das equipes de

estudantes na resolucdo dessa atividade:

Quadro 53 - Desempenho das equipes na resolucéo na atividade 17-b.

Equipes | Participantes B { S5x+y=6 RF
) —x+2y =12

1 Ale A23 S = {06} ¥

SPD v

2 A3, Al7 e A26 S={0;6} v

* v

3 Ade Al6 S = {06} v

SPD v

4 A6, A20 e A27 S ={0;6} v

* v
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5 Al10 e A32 S ={0;6} ;
* v

6 Al3e Al9 S={0;6} J
SPD v

7 Al8, A3l e A40 S ={0;6} J
SPD v

8 A21 e A30 S = {0;-6} X
SPD v

9 A24 e A29 S ={0;6} v
SPD v

10 A28 e A36 S ={0;6} v
SPD v

Legenda:

RF: Resposta final; ¥': Correta; x: Incorreta.
*: A equipe ndo classificou o SL resolvido.
Fonte: Elaborado pelo autor

No Quadro 53 vemos que 9 das 10 equipes participantes resolveram corretamente o SL
proposto usando o Teorema de Cramer e apontando sua classificacdo. Porém, equipe 8 teve

dificuldades no processo de resolu¢cdo como vemos na Figura 19 abaixo:

Figura 19 - Dificuldades da equipe 8 na resolucdo da atividade 17-b.
= j = D7 NY

(AN 4
\ : F..‘-J‘::(\ ’D

Fonte: Elaborada pelo autor

Na Figura 19, verificamos que equipe 8 encontrou dificuldades de conhecimentos
procedimentais no célculo do determinante Dy pois inverteram os valores da segunda linha
desse determinante, cuja forma correta era -1 e 12, dessa maneira o resultado encontrado pelas
estudantes foi -66 em contrapartida do resultado correto +66. Ja as equipes 2, 4 e 5 fizeram o
calculo pelo Teorema de Cramer de maneira correta, porem ndo apontaram a classificagdo do
SL dado.

Sobre as dificuldades encontradas pela equipe 8, Silva, J. A. (2019) ja havia alertado

sobre a necessidade de melhoria de métodos algébricos para resolucéo da SL com alunos do 8°
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ano e percebemos que tal essa necessidade também se faz necessaria com estudantes do 2° ano
EM. Sobre esse panorama, acreditamos que precisa ser tratado ainda no EF por metodologias
de ensino e aprendizagem que busquem amenizar as dificuldades encontradas.

A préxima subsecdo nos leva a analise da atividade 18 que versou sobre o uso do

Teorema de Cramer para resolucdo de SL com 3 equac@es e 3 incognitas.

4.3.3.2 Analise da atividade 18 — teorema de Cramer na resolucao de SL com trés equagdes e

trés incognitas

A atividade 18 buscou a definicdo de conteldo para o uso do Teorema de Cramer em
SL com trés equacOes e trés incognitas. A aula deu inicio com o professor pesquisador
explicando sobre os processos algoritmicos do item a da atividade e pediu para que as equipes
fizessem a resolucdo dos itens b e ¢. O Quadro 54 denota como se deu o desempenho dos alunos

na resolucéo desses dois itens dessa atividade:

Quadro 54 - Desempenho das equipes na resolucdo nas atividades 18-b e 18-c.

Equipes Participantes x+2y+z =9 RF 2x—y+z = 3 RF
B) 3x+y= -5 C) { x+ty+2z= 9
2y+z=11 —x+3y+z=7
1 Ale A23 * * * *
2 A3, Al7 e A26 S ={(-2;1;9)} v S={(4;1} v
3 Ad e Al6 S ={(-2;1,9)} v Erros no célculo resolutivo. X
4 A6, A20 e A27 S ={(-2;1;9)} v S ={(0;1;4} v
5 Al0 e A32 S={(-2;1;,9)} / S={(0;1;4} J
6 Al3e Al9 S={(-2;1;,9)} J S={(0;1;4} J
7 Al18, A3l e A40 * * Erros no calculo resolutivo. X
8 A2le A30 S ={(-2;1,9)} v Erros no célculo resolutivo. X
9 A24 e A29 S ={(-2;1;9)} v S ={(0;1;4} v
10 A28 e A36 * * * *
Legenda:

RF: Resposta final; ¥': Correta; x: Incorreta.
*: A equipe ndo fez o SL proposto.
Fonte: Elaborado pelo autor

O Quadro 54 mostra que na resolucdo do item b da atividade 18, 7 das 10 equipes
investigadas resolveram de maneira correta o SL dado, sendo que as equipes 1, 7 e 10 deixaram
de efetuar a resolucdo da atividade solicitada. Concernente a resolucdo do item c, o quadro

acima aponta que apenas 5 equipes fizeram a resolucao correta do SL usando o Teorema de
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Cramer. Para esse item, as equipes 3, 7 e 8 apresentaram erros no calculo resolutivo e as equipes
1 e 10 deixaram de apresentar a resolucdo da atividade.

Sobre o item b, esse apresentava na segunda linha o coeficiente zero para a incognita z
e, na terceira linha, o coeficiente zero para a incégnita x. Com o inicio da resolucdo, ndo
demorou muito tempo para que as equipes comegassem a demonstrarem sua compreensao sobre
esse fato. Os dialogos a seguir, mostram como se deu esse fato com alguns alunos durante o

desenvolvimento da aula:

A39: Hein professor. Quando nao tem namero coloca o zero aqui?

P: Isso. Quando ndo tem o x, té faltando o z, vocé coloca o zero. T4 faltando o x, coloca
zero. Entendeu? Isso na letra b, isso acontece né.

A39: Ah néo tem o z, coloca zero ali na linha [segunda linha]. Ah ndo tem o x, coloca
zero ali na linha [terceira linha].

P: Sim.

A2: Professor, que bom que vocé ta aqui, eu tenho uma pergunta?
P: Na b né.

A2: Nab... A gente vai calcular, na hora de fazer o y. Aqui 0y.
P: O x da primeira equacao é 1 e da segunda?

A2: Zero e zero.

P: N&o. Trés!

A2: Ah... Dai vai pra frente. E isso que eu quero saber.

P: E na terceira equacdo, quanto que vale o x?

A2: Zero.

P: Zero.

A2: Entendi.

P: Quando ndo tem uma variavel na equacao, coloca zero.

No primeiro didlogo notamos que o aluno A39 identifica o coeficiente z igual a zero na
segunda linha e zero para x na terceira linha do SL dado. Para confirmar esse fato, questiona o
docente para ter certeza de que sua compreensdo estava correta. Ja o aluno A2 tem uma
dificuldade de conhecimento procedimental ao indicar que na segunda linha, devido ao termo
3x estar digitado de maneira mais a frente na equacdo aponta que o coeficiente de 3x € zero.
Tal erro é refutado e explanado de maneira correta pelo professor.

Relativo ao item ¢, a Figura 20 elucida ao leitor como se deram as dificuldades da equipe

3 na resolucdo da atividade proposta por esse item:

Figura 20 — Dificuldades da equipe 3 na atividade 18-c.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Pela Figura 20 acima, observamos que a equipe 3 teve dificuldades ao executar a
resolucdo por meio de determinantes ao aplicarem o Teorema de Cramer, apontando para
entraves de conhecimentos procedimentais. Nesse sentido, equipe errou o célculo resolutivo
dos determinantes D, Dx e Dz. No determinante D erraram o coeficiente de -y na primeira linha,
colocando 1 ao invés de -1. Em Dx o erro aconteceu na terceira, cujo coeficiente de 3y era 3 e
a dupla colocou 2. Por fim, em Dz o errou procedimental se deu no termo -7 cujo sinal correto
era positivo, ou seja, +7 ocasionando um resultado equivocado.

A equipe 7 foi outra equipe que apresentou entraves de conhecimentos procedimentais
ao calcular os valores das incdgnitas no item c. Dessa maneira, equipe errou 0s determinantes
D, Dx e Dy e ndo fez o determinante Dz nem os calculos das variaveis X, y e z. No determinante
D o erro também se deu no coeficiente de -y 0s quais apontaram erroneamente como sendo 1.
Em Dx, a dificuldade ocorreu na multiplicagdo de diagonais principais e secundarias no célculo
do determinante ao aplicarem a Regra de Sarrus. Por fim, em Dy o erro se deu no resultado ao
efetuarem as operacgdes de adicdo e subtracdo para alcancarem o resultado.

Nesse panorama de dificuldades em conhecimentos procedimentais, a equipe 8 fez o
calculo equivocado dos 4 determinantes envolvidos na resolugdo do item ¢. Em D, o erro mais
uma vez se deu no coeficiente de -y na primeira linha. Em DX, 0s equivocos se deram nos
resultados -9 e -18 cujos sinais corretos seriam positivos. Nos determinantes Dy e Dz as
dificuldades se encontraram nas operagoes de adi¢do e subtragdo no caminho até o resultado
procurado.

Relativo os entraves encontrados pelas equipes supracitadas na atividade 18, vemos que
Jorddo e Bianchini (2012) também encontraram resultados semelhantes ao pesquisarem alunos
de 2° e 3° do EM com o conteldo de SL. Visando contornar esse quadro, as autoras procuraram
trabalhar o ensino da solucdo grafica de SL por meio do software Winplot, encontrando assim
resultados significativos de aprendizagem. Suleiman (2016) ao entrevistar 12 professores da
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educacdo basica do interior do Estado de Séo Paulo, verificou que os docentes investigados
apontaram grandes dificuldades de seus alunos de ensino médio no contetdo de SL relativos a
dificuldades no célculo algébrico. Concernente a esses obstaculos, os professores apontaram a
necessidade de melhorias na formacéo inicial e continuada, bem como o uso de metodologias
de ensino em sala de aula de modo a amenizar tais dificuldades.

Em olhar para a defini¢do de conteido abordada nas aulas 10 e 11 que dissertaram sobre
0 Teorema de Cramer para resolucdo de SL classificados como SPD, observamos que a grande
maioria dos participantes compreenderam o algoritmo a ser executado para sua resolucao.
Entretanto, algumas poucas equipes apresentaram dificuldades envolvendo conhecimentos
procedimentais seja no calculo de determinantes ou em operagdes simples de adigdo e
subtracdo com numeros positivos e negativos. Infelizmente, trés equipes pesquisadas optaram

por ndo realizar as tarefas solicitadas pelas atividades 18-b e 18-c.

4.3.4 Andlise da aula 12 — definindo e resolvendo sistemas escalonados

A aula 12 ocorreu em uma aula de 50 minutos no dia 23 de agosto de 2022. Mais uma
vez, a aula ocorreu em um dia chuvoso e contou com a participacao de apenas 26 alunos. Dessa
forma, as equipes foram divididas em 10 duplas e 2 trios. A defini¢do do conteudo envolveu
SL escalonados no qual o docente apresentou a defini¢do desse conceito e, na lousa explanou a
resolucdo dos exemplos 1, 2 e 3. Em seguida, as equipes fizeram a atividade 19 (do Quadro 31)
de modo concretizarem a compreensao e entendimento dos exemplos apresentados. A analise

da atividade 19 serd apresentada a seguir.

4.3.4.1 Anélise da atividade 19 — resolucdo e classificacdo de SL escalonados

A atividade 19 (disponibilizada no Quadro 31) pedia para que os alunos resolvessem e

classificassem dois SLs escalonados com 3 equages e 3 incognitas. Sendo o SL do item a dado

2x+y+z =9 )
por y—z= 1 edoitem b dado por
4z = 4

0 desempenho e as dificuldades das equipes na realizacdo dessa atividade:

{ Xt+y+3z= Z . O Quadro 55 mostra como se deu

y+z=

Quadro 55 — Desempenho e dificuldades das equipes na resolucéo na atividade 19.
| Equipes | Participantes | Item a - Dificuldades | RF | Item b - Dificuldades | RF |
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1 Ale A23 - Néo colocou a solugéo. P* | - Expressou a solucéo P
- Néo classificou o SL. na ordem errada das
variaveis.
- Né&o colocou a
solucdo.
- Néo classificou o
SL.
2 A2 e A30 - Calculou errado os valoresdeyez. | x - v
3 A3, Al7 - Néo classificou o SL. P - Néo classificou o P
SL.
4 Ab5e A9 - Expressou a solugdo na ordem P - v
errada das variaveis.
5 A6, A20 e A27 - v - v
6 AT e A35 - Expressou a solugdo na ordem P - v
errada das variaveis.
7 Al0e A32 - Expressou a solugdo na ordem P | - Expressou asolucdo X
errada das variaveis. na ordem errada das
- Néo classificou o SL. variaveis.
- Nao classificou o
SL.
8 Al3e Al9 - v - Calculou errado o X
valor de x.
9 Al6 e A38 - Expressou a solugdo na ordem P | - Expressou asolucdo v
errada das variaveis. na ordem errada das
- Néo classificou o SL. variaveis.
- Nao classificou o
SL.
10 Al8, A3l e A40 - Expressou a solugdo na ordem P - Calculou errado o X
errada das variaveis. valor de x.
11 A24 e A29 - Néo classificou o SL. P - Néo classificou o P
SL.
12 A25e A39 - Calculou errado os valoresdeyez. | x | - Expressou a solucdo P
na ordem errada das
variaveis.

Legenda:

RF: Resposta final; P: Parcialmente correta; ¥ : Correta; x: Incorreta.
*Consideramos a resposta final parcialmente correta para aquelas equipes que fizeram o célculo das
variaveis de forma correta, mas colocaram a solu¢do e/ou classificacdo do SL de forma incorreta ou

deixaram de fazé-la.

Fonte: Elaborado pelo autor

Pelo Quadro 55, vemos que o item a foi feito de maneira correta apenas pelas equipes 5

e 8. Tivemos equipes que fizeram esse item de maneira parcialmente correta: as equipes 4, 6,

7, 9 e 10 expressaram a solucdo na ordem errada das variaveis expressando S = {(1;2;3)} ao

invés da forma correta S = {(3;2;1)}; equipe 1 ndo expressou a solucéo do SL dado; e as equipes

1,3,7,9e 11 ndo classificaram o SL ap0s a resolugédo do exercicio. Por fim, 0s 2 e 12 erram a
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atividade em virtude de calculos matematicos incorretos para as incognitas y e z. A Figura 21
ilustra a dificuldade da equipe 2 na resolugéo do item a:

Figura 21 - Dificuldades da equipe 2 na resolucdo do item 19-a.

SN -/ x - \‘l, x po :‘
1= b | 12
1 ‘ X & g =
{
) = = 5 G X =35~ 1
8 T ed
o=

Fonte: Elaborada pelo autor

Na Figura 21 acima constatamos que as alunas A2 e A30 tiveram dificuldades no item
a, ao calcularem o valor de y, ao invés de somarem 1 unidade aos dois membros da equacao
acabaram dividindo os dois membros por 1. Esse erro no célculo da varidvel y acabou por
consequéncia causando o erro ao se calcular a variavel x.

Sobre o desempenho no item b, verificamos que as equipes 2, 4, 5, 6 e 9 fizeram a
resolucdo do SL corretamente, apontando sua solucdo e classificacdo. Entre as equipes que
fizeram parcialmente correta: as equipes 2, 7, 9 e 12 expressaram a solucdo na ordem errada; a
equipe 1 ndo apontou a solucdo do SL; e as equipes 1, 3, 7, 9 e 11 ndo classificaram o SL
proposto. Além disso, as equipes 8 e 10 tiveram erros de calculo na variavel x e erraram a

resolucdo do SL. A Figura 22 apresenta as dificuldades da equipe 10 ao resolverem o item b:

Figura 22 - Dificuldades da equipe 10 na resolugéo do item 19-b.

Y 7 = ¢ » =
e
1(/' / y: & T 9“
: K == % e
A o L2 = T
§L7~Zj e s
T2 )

Fonte: Elaborada pelo autor
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A Figura 22 mostra que a equipe 10 na resolucgéo do item b, isolou de maneira correta a
incognita'y na segunda equacdo. Porém, ao substituirem o valor encontrado na primeira equagdo
erram ao reduzirem os termos -z+3z colocando o resultado -3z de maneira equivocada. Desse
modo, a resposta encontrada foi errada e, além disso, os alunos expressaram a solucdo de
maneira errada, sem o uso do sinal de igualdade e de chaves e adotando colchetes.

Ao finalizar a andlise relativa a atividade 19, notamos a compreensao e entendimento
da maioria das equipes no algoritmo resolutivo de sistemas escalonados. Por outro lado,
algumas equipes demonstraram dificuldades de execuc¢éo no calculo algébrico ao resolverem
as equacdes presentes e ndo se atentaram a resposta final da solucdo e quanto a classificacdo do
SL que resolveram. Assim, vemos que 0s obstaculos de conhecimentos procedimentais das
equipes investigadas concentraram-se em relacdo ao calculo algébrico sobretudo em
manipulacdes algébricas de equacdes.

Nesse sentido, trabalhos como de Souza (2019) e Chinnappan (2004) com alunos de EF
e EM, respectivamente, apontaram investigacGes cujos estudantes tiveram dificuldades de
calculos e manipulagfes em contetdos algébricos. Segundo os autores dos dois estudos, essas
dificuldades de conhecimentos procedimentais estavam associadas a obstaculos em demandas
de conhecimentos conceituais dos conteddos trabalhados. Sobre esse fato, Souza (2019) e
Chinnappan (2004) enfatizam a necessidade de mais trabalhos abarcando o conhecimento
conceitual de contetdos algébricos em sala de aula.

A proxima subsecdo tratard da analise do desempenho dos alunos nas atividades que

abarcaram o escalonamento de SL.

4.3.5 Andlise das aulas 13 e 14 — abordando o escalonamento de SL

As aulas 13 e 14 de nossa organizacao de ensino visavam realizar a abordagem de ensino
visando a definigdo do contetdo de escalonamento de SL. Nesse contexto, a parte introdutdria
desse conteudo matematico se deu na aula planejada 13 e aconteceu em uma aula de 50 minutos
no dia 23 de agosto de 2022, na sequéncia aula 12 que ocorreu no mesmo dia. Ja a aula 14
planejada teve sua abordagem em 2 aulas de 50 minutos no dia 25 de agosto de 2022. Tanto na
aula 13 quanto na aula 14 abordaram a resolucéo da atividade 20 (disponivel no Quadro 32). A

andlise das aulas e da resolucéo da atividade proposta € o que abordaremos a seguir.
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4.3.5.1 Andlise da atividade 20 — escalonando SL

Na aula 13 no dia (23/08/2022), o professor pesquisador leu e discutiu com os alunos a
definicdo de sistemas equivalentes, o teorema 1 e o teorema 2 conforme a folha de atividades
que apresentamos no anteriormente no Quadro 20. Apds esse momento, o professor explanou

x+2y+z = 8
na lousa de forma dialogada o escalonamento do SL do item a) {2x +5y—z= 9 da
3x+y+z=28

atividade 20, apresentando ao final sua solucgéo e sua classificacdo como SPD.

J& no dia (25/08/2022), o professor trabalhou a aula 14 dando prosseguimento a
resolucdo da atividade 20 iniciada na aula anterior. Nesse dia, mais uma vez devido a fortes
chuvas que atingiram a cidade, muitos alunos faltaram e apenas 18 estudantes participaram
dessa aula sendo divididos em 9 equipes (7 duplas, um trio e um aluno de maneira individual).

Do mesmo modo que na aula passada, o pesquisador fez agora o SL que era um Sl do item

2x+y—2z = 8 x+y+z =6
b) x—=3y= 0 e outro SL classificado como SPInoitemc) {3x—y+z= 2
3x—2y—z=12 dx+4y+4z= 12

Ao findar o momento de explanacdo da atividade 20 que estava disposta na folha
entregue aos estudantes, o professor passou na lousa mais dois SL de modo a permitir que as
equipes pesquisadas pudessem praticar o processo algoritmo requerido pelo conteldo,
melhorando seu desempenho, entendimento e compreensdo. Além disso, esses itens extras
serviram de instrumento de coleta de dados de modo a avaliarem esse processo. Tais itens ndo
estavam no planejamento inicial de nossa organizacdo de ensino e foram planejados pelo

docente apenas um dia antes da abordagem da atividade 20. Por isso, apontamos que foram

x+2y+z =9 x+y+z=1
adicionados o item d) {2x+y—z= 3 e o item e) {2x+y—3z= 4  cujas
3x—y—2z= —4 3x+2y—2z=15

classificagOes eram, respectivamente, SPD e SPI.

Em relacéo a resolugéo desses itens extras solicitados pelo professor pesquisador, das 9
equipes participantes, 5 acertaram de maneira correta e completa o item d e 3 equipes de
maneira correta e completa o item e. O Quadro 56 detalha como ocorreram o desempenho e as

dificuldades das equipes ao resolverem as atividades solicitadas:
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Quadro 56 — Desempenho e dificuldades das equipes na resolucdo na atividade 20.

Equipes Participantes Item d - Dificuldades RF | Item e - Dificuldades | RF
1 Ale A23 - Errou o sinal na equagéo 1. X -
2 A2 e A30 - X - Errou o célculo de x X
na equacao I.
3 A3, Al7 - Errou o sinal na equacéo |I. X -
4 Ade A21 - N4o escreveu a solucéo. P* | - Errou o célculo de x X
- Néo classificou o SL. na equacéo |.
5 A6, A20 e A27 - v - Errou o célculo de x X
na equacao I.
6 Al0e A32 - v - Errou o célculo de x X
na equacéo I.
7 A19 - v - v
8 A24 e A29 - v - v
9 A25¢e A39 - Errou o sinal na equacéo I1. ** **

Legenda:

RF: Resposta final; P: Parcialmente correta; v': Correta; x: Incorreta.
*Consideramos a resposta final parcialmente correta para aquelas equipes que fizeram o calculo das

variaveis de forma correta, mas ndo colocaram a solugdo e/ou classifcacdo do SL.
**A equipe ndo fez a atividade proposta.

Fonte: Elaborado pelo autor

No Quadro 56 acima observamos que no item d, as equipes 1, 3 e 9 erraram sinais

numéricos ao efetuarem os calculos necessarios apontando para erros de origem em

conhecimentos procedimentais. Verificamos ainda que a equipe 4 ndo escreveu a solucdo e

nao classificou o SL conforme solicitado no enunciado da atividade. Ja no item e, também com

entraves em conhecimentos procedimentais, as equipes 2, 4, 5 e 6 erraram o célculo de x na

equacdo | e por fim, a equipe 9 ndo fez a resolucdo desse item. A Figura 23 traz a luz as

dificuldades das equipes 2 e 3 na resolucdo do item d da atividade 20:

.
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Equipe 2

2.

e

Equipe 3

Figura 23 — Dificuldades de conhecimentos procedimentais das equipes na atividade 20-d.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Ao observarmos a Figura 23 nos atentamos que as duplas de alunas da equipe 2

apresentaram dificuldades na execucdo correta do céalculo na equacédo Il, na qual colocaram

equivocadamente y = ; sendo o correto y = _l7 . Com isso, o resultado de y na equacao Il
ficou incorreto e consequentemente o valor de x na equacgéo | também. J& a equipe 3 errou o
calculo -2+3 apontando equivocadamente o resultado -1, sendo o correto +1. Desse modo, 0
valor final de x acabou sendo errado. Agora, sobre a resolucdo do item e, a Figura 24 mostra 0s

entraves das equipes 2 e 6 durante o processo resolutivo:

Figura 24 — Dificuldades das equipes 2 e 6 na atividade 20-e.

~ Equipe 6

Equipe 2
Fonte: Elaborada pelo autor

Pela Figura 24 observamos que a equipe 2, se equivocou ao eliminar a incégnita x nas
segundas e terceiras equacOes do SL. Desse modo, acabaram tendo erros procedimentais
encontrando -1y-5z=2 na equacéo Il quando o correto, seria o termo independente igual a -2.
Além disso, apontou -1y-1z=2 na equac&o IlI, sendo termo correto -5z. J& as alunas da equipe
6 se equivocaram na passagem da equacgéo Il: -y= 2+5z apontando y=2+5z quando o correta
seria y=-2-5z.

Sobre as dificuldades dos estudantes na resolugédo da atividade 20 que pairaram sobre o
fato de recorrentes erros procedimentais, sobretudo de célculos numéricos e algébricos,
podemos apontar que Freitas e Guadagnini (2013) também perceberam tais dificuldades ao
trabalharem o contetido de equag@es do 2° grau com alunos do 9° ano do EF no qual verificaram

erros de tratamento algébrico originarios da manipulacao algébrica. Do mesmo modo, Brum e
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Cury (2013) quando trabalharam atividades de algebra com estudantes do 9° ano do EF
verificaram dificuldades relativas a técnicas algebricas, apontando a falta de prerrequisitos. Para
essas autoras, “os resultados mostram que esses estudantes ainda ndo desenvolveram o
pensamento algébrico, pois ndo sabem expressar abstragdes e generalizacdes” (BRUM, CURY,
2013, p. 17).

Avancando para o EM, Becker (2009, p. 10) ao pesquisar sobre as habilidades e
competéncias em relacdo a &lgebra adquiridos de estudantes do 1° ano do EM quando estudaram
o EF percebeu que “os estudantes tiveram muita dificuldade para estruturar formalmente a
resolucdo dos problemas, utilizando pouquissimas vezes abordagens algébricas, dando
preferéncia pela resolucdo através de uma solugdo numérica”. Fonseca (2016) ao trabalhar
progressao aritmética com alunos de 2° ano do EM, apontou erros de célculos na manipulacdo
algébrica.

Esse quadro preocupante se estende também ao ensino superior. Irias et al. (2011) ao
analisar avaliacOes da disciplina de Calculo Diferencial e Integral | de estudantes de licenciatura
em matematica verificaram alunos com dificuldades em conteudos de matematica do EF e do
EM, sobretudo relativos a manipulacédo algébrica. Ja Cury e Bortoli (2011) ao pesquisarem 399

estudantes e disciplinas matematicas do ensino superior perceberam que

H& problemas com o conhecimento de entes algébricos, de suas operagdes e
propriedades. Também h4 dificuldades em relagdo as atividades transformacionais ou
baseadas em regras e na capacidade de abstracdo e generalizagdo, haja vista a
necessidade de substituir letras por nimeros (CURY; BORTOLI, 2011).

Dessa forma, percebemos pelos autores supracitados, que os obstaculos de manipulagao
algébrica permeiam diferentes etapas de ensino seja no EF, no EM e chegando até mesmo no
ensino superior. Tal contexto aponta para necessidade de pesquisas que busquem contornar e/ou
amenizar as dificuldades elencadas.

No panorama geral de nossas analises das aulas 13 e 14 que buscaram a definigdo do
contetdo de escalonamento de SL com trés equagdes e trés incognitas, podemos inferir que a
maioria das equipes compreendeu a ideia e teve o entendimento do algoritmo resolutivo do
escalonamento, o qual exige uma gama de conhecimentos prévios e técnicas algébricas
estudadas na disciplina de matematica desde o EF. Assim como ocorreu na atividade 19 da aula
12, a atividade 20 mostrou que os alunos pesquisados tiveram dificuldades na execugédo de

calculos algébricos e aritméticos. Também contamos com algumas equipes fazendo o caminho
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de resolucéo correto e, no momento de finalizarem o processo resolutivo, acabaram esquecendo

ou se equivocando ao expressarem a solucdo ou a classificagdo do SL dado.

4.4 Eixo 4 — Analise da compreensdo e desempenho dos alunos na resolucdo de novos

problemas envolvendo SL

Esse eixo de analise diz respeito ao primeiro momento da etapa 4 de nossa organizagao
de ensino envolvendo a aplicacdo em novos problemas conforme propde Proenca 2021. Foram
analisadas as aulas 15 e 16 envolvendo a compreensdo e desempenho dos alunos para
resolverem novos problemas visando se ocorreu a “[...] transferéncia da aprendizagem pelos
alunos do conceito matematico, bem como dos procedimentos algoritmicos estudados”
(PROENCA, 2021, p. 10, grifo do autor).

Buscando alcancar o objetivo para a andlise desse eixo, serdo tomados os audios
transcritos das aulas supracitadas, bem como a folha de atividades entregue ao professor com
o0s problemas propostos resolvidos pelas equipes. Sobre tais problemas, analisamos os dados
para mostrar o desempenho segundo o processo de resolucdo de problemas, ou seja, segundo
as quatro etapas de RP (representacdo, planejamento, execucdo e monitoramento) apontadas

por Proenca (2018). A descricdo das analises segue na proxima subsecao.

4.4.1 Anélise das aulas 15 e 16 — resolvendo novos problemas

As aulas 15 e 16 planejadas de nossa organizagéo de ensino acabaram ocorrendo em 4
aulas de 50 minutos. Sendo 2 aulas realizadas no dia 30 de agosto de 2022 e 2 aulas no dia 01
de setembro de 2022. Dessas 4 aulas, participaram 33 alunos divididos em 15 equipes, sendo
12 duplas e 3 trios.

Em relacdo a abordagem da aula, o professor entregou as equipes a folha de atividades
e solicitou que usassem os conteddos abordados nas aulas anteriores para que resolvessem a
atividade 21 (do Quadro 33) que continha 5 problemas do item a ao item e. Em relag&o ao inicio
da resolucdo das atividades, nos 15 minutos iniciais da aula percebeu-se que apenas duas
equipes conseguiram iniciar a resolucdo do item a, sendo que a maioria das equipes comegaram
a indagar o docente sobre o fato de nas aulas anteriores ndo terem sido trabalhados exemplos
analogos aos apresentados na atividade 21. Os dialogos a seguir elucidam como se deu esse

primeiro momento da aula:
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A25: Professor, ndo consigo aqui.

P: Fala A25. Vocé ndo consegue? E um sisteminha.

A25: Vocé nunca passou um exercicio desse. Pra gente fazer o sistema néo.

P: Vocé nao consegue transformar num sisteminha?

A25: Sim. Mas é bom ter um exemplo ali. Sabe de passos, sempre é bom ter um exemplo.

P: E ai, ndo sai?

A2: Sem exemplo néo, eu acho que a gente ta querendo que vocé faca no quadro.
P: E? Nem a colega?

A30: Eu quero que voceé faca no quadro.

A19: Professor, da pra fazer com x a a?

P: E pra transformar... Todos os exercicios vocé transforma em um sistema linear.
A19: Como transformar em um sistema?

P: Vocé acabou de estudar sistema linear. Entdo, vocé vai... Lembra quando a gente
teve a situacdo 1 e a situacdo 2 1&4 do orcamento? Entdo. Vocé transformou eles em um
sistema. Entdo a mesma coisa. Esses exercicios ai vocé vai transformar eles num
sistema ta.

Pelos dilogos, verificamos a aluna A25 apontando ao professor pesquisador que nunca
foi abordado um exercicio igual ao solicitado na atividade. Ja a dupla de alunas A2 e A30
demonstram terem desistido de fazer a atividade e pedem que o professor faca a resolucdo na
lousa. J& o0 aluno A19 pergunta ao docente como transformar o problema dado em um SL. O
docente lembra o aluno sobre as situagdes 1 e 2 vistas nas aulas 1 e 2 e que posteriormente
foram transformadas em dois SL. Dentro desse aspecto, vemos que as equipes comecaram a
reconhecer as situacdes matematicas apresentadas como um problema conforme preconiza
Proenca (2021, p. 10) apontando que “ao longo dessas aulas ¢ possivel que os alunos encontrem
dificuldades ao buscarem uma solucdo as novas situacdes, sendo que as reconhecam como um
problema”. Outro aspecto que nos chama a atencdo ¢ que mesmo com a informagdo de que os
problemas abordavam o contetdo de SL (conhecimento esquematico), alguns alunos
comecaram a resolucdo usando a regra de trés simples e a até mesmo o método da tentativa e

erro.

P: E ai, consegue resolver o sisteminha ai?

A5: Complicado.

P: A9 e A5. Nada de sistema? Vocés tao fazendo por regra de trés? Nao é assim. Tentem
fazer usando o conteddo de sistema lineares que nos vimos nas aulas anteriores.

A35: Professor a gente fez por tentativa.
P: Vocés fizeram por tentativa e deu quanto?
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A35: Oitenta.

P: Oitenta eu sei que vai dar, pois sdo 80 questdes. Mais quantos acertos?

A35: Ah, ndo sei.

P: T4 errado. Se der 5 acertos. Cada acerto € vintdo, da 100 reais. SO que ele perde 10
reais de cada erro.

A35: 75.

P: 75. E quantos reais que ele vai perder? 750 ta. Entdo ele vai ganhar 100 e vai perder
750. Isso que ta errado, ele tem que ganhar 100.

Acima, vemos que os alunos A5 e A9 tentaram fazer o item a usando regra de trés
simples. Ja a aluna A35 tentou fazer a atividade por tentativa e erro e, na verdade, teve
dificuldades na etapa de monitoramento do problema, pois ndo percebeu que a resposta
encontrada estava equivocada. Dentro desse contexto de entraves, apos 20 minutos de aula, o
professor pesquisador decidiu ir até a lousa e explanar de maneira dialogada a obtengdo do SL
do item a. Com a explicacdo e obtencao do SL com duas equagdes e duas incognitas feitas nesse
primeiro item, observou que a maioria das equipes conseguiram escrever e resolver os SL dos
demais itens da atividade 21. As subsecdes seguintes trazem as inferéncias separadamente de

cada item dessa atividade.

4.4.1.1 Andlise da atividade 21-a — o problema da barraca de tiro

Conforme vimos na subsecéo anterior, as equipes investigadas tiveram dificuldades para
iniciar a resolucdo da atividade 21. Para Mayer (1992) os conhecimentos linguisticos,
semanticos e esquematicos é que permitem que a pessoa encontre condi¢es de compreensdo
e entendimento do problema, tendo como base a constru¢do que fez de sua representacdo
mental. Com essas ideias do autor, podemos ver que 0s entraves desses conhecimentos € que
impediram que os alunos conseguissem iniciar a resolucdo do problema da barraca de tiro
proposto pelo item a.

Em termos de dificuldades nesse item na qual os alunos ndo conseguiram iniciar a sua
resolugdo, podemos inferir que os alunos ndo souberam fazer a traducdo das informagdes
presentes no enunciado por meio de uma representacdo tendo entraves em conhecimentos
linguisticos. Verificamos tambem que as equipes participantes ndo lograram sucesso ao efetuar
a traducéo, reconhecimento dos significados e no estabelecimento das relagdes dos termos
matematicos presentes no texto tendo assim, obstaculos em conhecimentos semanticos. Dessa

maneira, essas duas dificuldades iniciais ndo permitiram aos individuos pesquisados
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identificarem o esquema do problema como tratando-se de SL, haja vista que com a etapa 3 0s
participantes j& tinham obtido seus conhecimentos esquematicos com relacéo a esse contetdo.
Outrossim, diante do impasse da resolucdo desse primeiro item, o professor auxiliou os
estudantes na leitura do texto do problema e na escrita do SL concernente a ele.zs

Nesse panorama de dificuldades, Pradini e Winarsih (2020) ao investigarem uma turma
de oitavo ano do EF da Indonésia na RP de SL do tipo 2x2, percebeu que os alunos apresentaram
dificuldades ao transformar as informacdes relevantes em variaveis x e y. Além disso, 0s
entraves concentravam-se na identificacdo dos termos matematicos adequados para resolucao
do problema e, por fim, os estudantes ndo conseguir formular ELs equivalentes ao enunciado
do problema. Os autores apontam que esses obstaculos podem ser causados devido ao uso de
estratégias incorretas e baixa habilidade de compreensdo de leitura que ndo permitem o
estabelecimento de relagdes entre os componentes linguisticos e numéricos do problema.

Do mesmo modo, Wicaksono et al. (2020, p. 06, traducdo nossa) ao pesquisarem a
resolucédo de problemas de uma turma de 30 alunos da oitava turma do EF também da Indonésia
relataram que os estudantes pesquisados “podiam entender o problema e podiam revelar o que
é conhecido e o que é perguntado, mas tinham duvidas em determinar as etapas que serdo usadas
na solugdo do problema”. Os autores relatam ainda que os pesquisados se encontravam
inseguros para continuar a resolugédo do problema. Nesse contexto, assim como ocorreu em
nossa pesquisa, o papel de auxilio do professor foi essencial para contornar tais entraves.

Em um olhar em termos de construcdo do pensamento algébrico pelos alunos de nossa
pesquisa no inicio da realizacdo da atividade 21-a, podemos observar a luz de Ponte, Branco e
Matos (2009) que os estudantes ndo foram capazes de obter éxito na competéncia de:
representar, pois ndo lograram sucesso ao traduzir as informacdes do problema para a
linguagem algébrica; raciocinar, nesse caso, os alunos ndo conseguiram relacionar, generalizar
e deduzir que o problema proposto pela atividade tinha relacdo com um SL estudado nas etapas
anteriores; e, resolver problemas e modelar situacgdes, elucidada pelo fato dos investigados
ndo usarem de seu conhecimento prévio para escreverem expressoes algebricas e equacdes para
resolverem a situacdo matematica que lhes foi conferida. Nesse sentido, Schwantes e Schwantes
(2004) orientam que o uso de significados em cada situagdo problema trabalhada favorecem
que os alunos desenvolvam a capacidade de expressar 0 pensamento algébrico. Morais (2012)
corrobora com essa ideia, salientando que atividades com diferentes representacdes e
estratégias de generalizacdo também sdo precursores de melhorias no caminho de construgédo

do pensamento algébrico. Por fim, Téman e Gokburun (2022) sugerem que um processo de
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ensino aprendizagem com foco na transi¢do entre a aritmética e algebra podem contribuir no
sentido de reconstrucdo de entraves como essas encontradas em nossa investigacao.

Sobre o desempenho das equipes pesquisadas na resolucéo da atividade 21-a, o Quadro
57 traz a luz o desempenho dos estudantes em relacéo as etapas de RP propostas por Proenca
(2018). Nele ainda é apontado o SL esperado para a resolucdo da atividade, sdo descritas as
estratégias adotadas para resolucdo, o procedimento matemaético escolhido e se as equipes
chegaram a solugdo final correta demandada pelo problema:

Quadro 57 - Desempenho das equipes na atividade 21-a.

SL esperado
{ a+e=80
20a — 10e = 100
EQUIPES ETAPAS DE RP OBSERVACOES
Namero Participantes Execucdo | Monitoramento | Estratégia e procedimento Solucéo
matematico Final
1 Ale A23 v v SL + MA v
2 A2 e A30 v v SL+TC v
3 A3 e Al7 v v SL + MA v
4 Ade A21 v v SL + MA v
5 A5e A9 v v TE v
6 A6, A20 e A27 v v SL + MA v
7 A7, A22 e A36 X - SL + MA X
8 A8, Al6e A3l v v SL + MA v
9 Al0e A32 v v SL + MS v
10 Al3e Al19 v v SL + MS v
11 Al5e A26 v v TE v
12 Al8 e A40 X - TE X
13 A24 e A29 v v SL + MA v
14 A25 e A39 v v SL+TC v
15 A28 e A35 X - SL + MA X
Legenda:

MA: Método da Adicdo; MS: Método da Substituicdo; TE: Tentativa e Erro; TC: Teorema de Cramer;
vI: Correta; x: Incorreta; -: Nao concluida.
Fonte: Elaborado pelo autor

No Quadro 57, desconsideramos as etapas de representacdo e planejamento, pois tais
etapas foram feitas pelo professor pesquisador durante a realizagdo da aula diante das
dificuldades iniciais encontradas pelos alunos e que apontamos na subsecdo anterior. Desse
modo, para fins de analise consideramos apenas as etapas de execu¢ao e monitoramento.

No Quadro 57 também vemos que das 15 equipes participantes, 12 chegaram a resposta
correta do item 21-a, obtendo éxito nas 4 etapas de RP e na solucdo final solicitada pelo
enunciado. Também 12 equipes participantes adotaram a estratégia de escrever o SL e, em

seguida, resolvé-lo por um dos procedimentos estudados nas aulas (método da adi¢do, método
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da substituicdo ou teorema de Cramer). Por outro lado, as equipes 7, 12 e 15 tiveram
dificuldades na etapa de execu¢do do problema, ndo conseguiram concluir os calculos
aritméticos e algébricos necessarios nessa etapa e, com isso, ndo concluiram a resolugdo do
problema proposto. Nesse sentido, ndo avaliamos a etapa de monitoramento dessas equipes
para esse problema. Entre os procedimentos de resolucéo escolhidos para o SL, observamos
que: 8 equipes adotaram a estratégia de escreverem o SL e usarem 0 método da adicdo, 2
utilizaram o SL e o método da substituicdo; 2 utilizaram o SL e o Teorema de Cramer; e 3
utilizaram a estratégia de tentativa e erro. A Figura 25 ilustra como se deu a dificuldade da

equipe 15 ao resolver a atividade 21-a:

Figura 25 - Dificuldades da equipe 15 na resolucéo do item 21-a.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Na Figura acima, verificamos que a equipe 15 adotou a estratégia escrever o SL e optou
pela resolucdo usando o método da adi¢do. Buscando eliminar a incognita A na segunda linha
do SL, a equipe multiplicou a primeira equacdo por -20, obtendo a equacdo -20A-20E=160
quando o correto é -1600. A partir desse erro a equipe apresenta céalculos sem sentido
30x20=600 e 50x10=500 e ndo apresenta mais resolucdes para o problema. Tal ocorréncia
aponta para dificuldades em conhecimentos procedimentais por parte dos alunos pesquisados.

Essas dificuldades com calculos algébricos na resolucdo de equacBes também foram
encontradas por Atteh et al. (2017) ao pesquisar 30 alunos de EM de uma escola privada em
Gana. Buscando contornar esses obstaculos, os autores verificaram que mostrou “que o uso do
modelo de equilibrio (método da balanga) no ensino e aprendizagem de equagdes lineares
melhora a compreensdo dos alunos sobre os principios de resolugdo de equagdes lineares em
uma variavel” (ATTEH et al., 2017, p. 09). Sobre o sucesso do uso dessa abordagem no ensino
de equacdes, Andrews e Ohman (2021), ao investigarem 12 alunos em Estocolmo na Suécia,

observou que os alunos estavam familiarizados com as ELs, de modo que invocam
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frequentemente o procedimento “faca o mesmo para ambos os lados”, indicando uma
compreensdo segura dos principios de solucdo de ELs.

Num panorama geral, verificamos que a maioria dos investigados tomou posse de
conhecimentos prévios adquiridos na etapa 3 de nossa organizacdo de ensino como estratégias
de resolucéo da atividade 21-a, tais como: metodo da adi¢cdo, método da substituicdo e Teorema
de Cramer. Ao adotarem essas estratégias conseguiram chegar a solucdo correta, mostrando a
compreensdo e entendimento dos métodos resolutivos de SL com duas equaces e duas

incdgnitas abordados em aulas anteriores.

4.4.1.2 Andlise da atividade 21-b — o problema da balanca da farmacia

A atividade 21-b trazia um problema cuja resolu¢cdo matematica tinha um SL com trés
equac0es e trés incognitas. Entretanto, as equacdes desse SL eram todas incompletas e poderiam
ser feitas pelo método da substituicdo em detrimento ao método do escalonamento ou ao
Teorema de Cramer. O Quadro 58 demonstra como se deu o desempenho dos estudantes na

resolucdo desse problema:

Quadro 58 — Desempenho das equipes na atividade 21-b.

SL esperado

x+y= 87

x+z=123

y+ z= 66

EQUIPES ETAPAS DE RP OBSERVACOES
NUmero Participantes Representacédo Planejamento | Execug¢do | Monitoramento Estratégia e Solugéo
procedime_.'nto Final
matematico

1 AleA23 v v ¥ v SL +MS v
2 A2 e A30 v v v v SL +MS v
3 A3eAl7 v v X X SL + MS X
4 Ade A21 v v ¥ v SL + MS
5 A5e A9 - - - - - -
6 A6, A20 e A27 v v v v SL + MS v
7 A7, A22 e A36 v v J N SL + MS v
8 A8, Al6 e A3l - - - - - -
9 A10 e A32 v v J N SL + MS v
10 Al3e A19 v v X X SL + ME X
11 Al5e A26 v Y X X SL+TE X
12 Al8 e A40 - - - - - -
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13 A24 e A29 v v X X SL + MS X
14 A25 e A39 v v v v SL+TC v
15 A28 e A35 v v ¥ v SL + MS v

Legenda: MS: Método da Substituicdo; ME: Método do Escalonamento; TE: Tentativa e Erro; TC:
Teorema de Cramer; ¥ : Correta; x: Incorreta; - N&o fez.
Fonte: Elaborado pelo autor

O Quadro 58 mostra que 8 equipes tiveram sucesso nas 4 etapas da resolucdo do
problema e chegaram a solugéo correta do problema. Porém, as equipes 3, 10 e 11 deixaram de
fazer o problema, sendo que as equipes 7 e 15 tiveram dificuldades nas etapas de execucéo e
monitoramento alcancando assim uma resposta equivocada. A Figura 26 mostra essas

dificuldades supracitadas na resolugéo do problema feito pela equipe 3:

Figura 26 — Dificuldades da equipe 3 na atividade 21-b.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Vemos na Figura 26 que a equipe 3 realizou corretamente o0 método da substituicdo nas
equacdes I, Il e 111, encontrado o peso correto de 15 kg para o cdo. Porém, ao substituirem
(mentalmente) esse valor nas equagdes | e I, apontaram erroneamente o peso de Carlos 57 kg
e de Andréia 51 kg. Desse modo, tiveram dificuldades na etapa de execucdo por tiveram
calculos equivocados e na etapa de monitoramento por ndo se atentaram a resposta incorreta de
acordo com o enunciado do problema, apontando para dificuldades de conhecimentos
procedimentais. A Figura 27 traz a luz as dificuldades da equipe 10 na resolu¢do da mesma

atividade:
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Figura 27 — Dificuldades da equipe 10 na atividade 21-b.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Dando prosseguimos, observamos na Figura 27 que a equipe 10 ao adotar a estratégia
de resolucéo por escalonamento teve dificuldades de conhecimentos procedimentais na etapa
de execucao para resolver o problema. Os estudantes, ao eliminarem a variavel x na segunda
equacéo, colocaram o termo independente igual a -36 quando na verdade o valor correto seria
+36. Dessa forma, toda a resolucdo seguinte se deu de forma errada e tal fato ndo foi notado
pela equipe na etapa de monitoramento.

Essas dificuldades nas etapas de execu¢do e monitoramento também foram verificadas
por Fonseca (2016) e Almeida (2016) o que nos orienta para uma necessidade de uma melhoria
no ensino das técnicas algébricas para resolucdo do problema proposto (etapa de execuc¢ao)
como também para orientar os estudantes a percorrerem a execucdo do célculo realizado e
compararem a resposta encontrada com a indagacdo do enunciado do problema (etapa de
monitoramento). Do mesmo modo, Putri, Nasir e Maharani (2022) ao entrevistarem alunos do
8° ano do EF da Indonésia na RP de SL 2x2 verificaram dificuldades dos pesquisados ao
analisar e concluir as etapas das estratégias a serem executadas (etapa de execucao) e na revisao
das respostas encontradas (etapa de monitoramento). Alem disso, alguns entrevistados
apontaram que néo tinham certeza de suas habilidades matematicas na resolugao dos problemas
apresentados.

Em nosso estudo, no contexto de anélise da resolucéo da atividade 21-b, mais uma vez
encontramos que a maioria das equipes conseguiram a transferéncia de aprendizagem de
conteudos das etapas anteriores de nossa organizagdo de ensino de modo a construirem a
estratégia de resolucdo dos problemas propostos. Além disso, como aconteceu em algumas

aulas da etapa anterior de definicdo do conteddo, algumas equipes voltaram novamente a ter
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dificuldades de conhecimentos procedimentais. Entretanto, tais equipes representam a
minoria dos pesquisados e ndo nos inferem que as estratégias adotadas ndo eram aquelas
abordadas em etapas anteriores da organizacdo de ensino como meétodo da substituicdo e
escalonamento, por exemplo. Mas sim, em entraves de calculos e algoritmos algébricos

minuciosos que necessitam ser mais bem trabalhados pelos envolvidos.

4.4.1.3 Anélise da atividade 21-c — o problema das vendas mensais

O problema 21-c ja apresentava o SL com trés equac0es e trés incognitas dado. Sendo
que as equipes deveriam resolvé-lo pelo Teorema de Cramer ou pelo método do escalonamento
de modo a acharem os valores de x, y e z. O Quadro 59 elucida sobre o desempenho dos alunos

nessa atividade:

Quadro 59 - Desempenho das equipes na atividade 21-c.

Resposta esperada:
Produto: x.y.z=6
EQUIPES ETAPAS DE RP OBSERVACOES
Numero Participantes Representacdo | Planejamento | Execucdo | Monitoramento Estratégia e Solucéo
procedim(_ento Final
matematico
1 AleA23 v v v X SL + ME X
2 A2e A30 v ¥ v X SL + ME X
3 A3eAl7 v ¥ v X SL + ME X
4 Ade A21 v ¥ v X SL + ME X
5 A5e A9 v v X - SL + ME X
6 A6, A20 e A27 v v v X SL + ME X
7 A7, A22 e A36 v ¥ v X SL + ME X
8 A8, Al6 e A3l v v v X SL + ME X
9 A10 e A32 v ¥ v X SL + ME X
10 Al3e A19 v 7 v X SL + ME X
11 Al5e A26 v Y v X SL + ME X
12 Al8e Ad0 v v X - SL + ME X
13 A24 e A29 v ¥ v v SL + ME
14 A25 e A39 v v v X SL + ME X
15 A28 e A35 v Y v X SL + ME X
Legenda:

ME: Método do Escalonamento; vk Correta; x: Incorreta.
Fonte: Elaborado pelo autor
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Observamos que das 15 equipes participantes, 14 adotaram o método do escalonamento
como estratégia de resolucdo. Nesse sentido, Rodriguez (2022) ao pesquisar alunos de EM de
escolas do Chile, que participaram da RP equivalentes a SL, apontou que os estudantes
preferiram as estratégias algébricas e graficas como caminho para encontrarem a solugfes de
problemas propostos. Em relacdo a nossa pesquisa, constatamos que as equipes 1 a 4, 6 a 11,
14 e 15 desenvolveram sem dificuldades as trés primeiras etapas de resolucdo de problemas
(representacdo, planejamento e execugdo), porém falharam ao indicarem a resposta correta
do problema com dificuldades na etapa de monitoramento. Os alunos acabaram expressando
a solucdo do SL nao se atentando para o fato que o comando do enunciado solicitava o produto
das incégnitas, cuja resposta final seria X.y.z=1.2.3=6. Ja as equipes 5 e 12 tiveram dificuldades
de conhecimentos procedimentais e ndo conseguiram executar os algoritmos corretamente
exigidos pelo método do escalonamento na etapa de execucdo do problema, apresentando
calculos equivocados ja na parte inicial da resolucdo. Desse modo, a etapa de monitoramento
dessas duas equipes ndo pode ser avaliada.

Sobre os obstaculos nessa atividade, sobretudo na etapa de monitoramento, Roberts e
Le Roux (2019) ao entrevistarem 15 estudantes do 8° e 9° anos do EF da Africa do Sul sobre a
resolucdo de problemas envolvendo SL, percebeu que o discurso de dos investigados era
ritualizado e caracterizado pela aplicagdo de regras aplicadas em manipulacfes algébricas.
Sobre a etapa de monitoramento, 0s autores apontam que “para todos os alunos, o término do
calculo ¢ a aparéncia da solu¢ao” (ROBERTS; LE ROUX, 2019, p. 13).

Dessa maneira, observamos que tais entraves precisam ser tratadas durante a resolucéo
dos problemas propostos de modo que o estudante compreenda a necessidade de verificar a
resposta encontrada de acordo com o enunciado da atividade dada. A préxima subse¢do, mostra

a analise do item d da atividade 21.

4.4.1.4 Andlise da atividade 21-d — o problema das infracdes de transito

Essa atividade diz respeito a um SL com duas equag6es e duas incognitas. Os alunos
deveriam escrever o SL equivalente ao problema e resolver usando o método da adi¢do ou da
substituicdo vistos nas etapas 1 e 2 de nossa organizacgdo de ensino. Entretanto, o professor se
deparou com a dupla de alunas A3 e A17 da equipe 3 tentando resolver a atividade por meio da
estratégia de tabela usada pelos estudantes na etapa 1 para resolucdo das situacdes 1 e 2. O
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dialogo abaixo mostra o professor se deparando com esse acontecimento e auxiliando as alunas

a escreverem o SL do problema:

A3: Professor e aqui oh. Eu fiz a leve 3 e a média 4 na tabelinha.

P: Por que tabelinha? E sistema de equagdes, vocé ja sabe. [Por que] vocé quer fazer
a estratégia de tabelas?

A3: Ah... N&o sei professor.

P: Estratégia de tabela é quando a gente comecou la... Situacdo 1, situacdo 2 e vocé
néo sabia sistema linear. Ai ndo. Ai néo.

A3: Ah professor.

P: Ta. Entdo vamos l4a. Se eu somar a quantidade de multas. Quantas multas sdo?

A3: Sdo 17 pontos. 5 multas... 5 multas!!!

P: 5 multas. Entao se eu somar L mais M tem que dar quanto?

A3: 17 ou 5?

P: 5. Porque sdo 5 multas né. Aqui... E... 3 L é a pontuag&o né. Mais 4 multas médias,
tem que dar quanto?

Al7: 17.

P: E se eu somar L mais M, tem que dar quanto?

A3: 5. Entdo, L mais M igual a 5.

P: Isso.

A3: 3L mais 4M igual a 17.

P: Isso. Ai vocés resolvem da maneira que quiserem. E um sistema que tem 2 equagoes
e 2 incognitas. Ai vocé pode resolver da maneira que vocé quiser.

A3: Por Cramer?

P: Por Cramer, por escalonamento, método da adi¢cdo, método da substituicéo.

A3: Ta bom professor.

Pelo didlogo, vemos que o docente auxilia as alunas a declinarem da ideia de usar tabela
para resolucdo do problema proposto. Em seguida, dialogando com as estudantes o professor
as auxilia na escrita do SL correspondente ao problema. Ato continuo, vemos a aluna A3
questionar se poderia usar o Teorema de Cramer para resolvé-lo e o pesquisador aponta uma
série de op¢des que a aluna poderia adotar para resolucdo. Nesse sentido, vemos que a dupla
teve dificuldades na transferéncia de aprendizagem dos contetudos abordados em aulas
anteriores, percurso esse que foi mudado com a atuacdo do professor que atuou como
direcionador do processo de ensino e aprendizagem gue se dava naguele momento da aula.

Como ocorreu no item anterior, a maioria das equipes tiveram novamente dificuldades
na etapa de monitoramento. Dessa vez, ao se calcular o nimero de multas leves e médias do
infrator, o enunciado solicitava como resposta o valor da razdo entre multas leves e médias. O

Quadro 60 mostra como se deu o desempenho das equipes na resolucdo da atividade:
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Quadro 60 - Desempenho das equipes na atividade 21-d.
SL e resposta esperada:

{ L+M=5 e L _3

3L +4M =17 M 2

EQUIPES ETAPAS DE RP OBSERVACOES
NUmero | Participantes | Representacdo | Planejamento | Execucdo | Monitoramento Estratégia e Solugéo
procedimento Final
matematico

1 Ale A23 J v v v SL + MA v

2 A2 e A30 J v v X SL+TC X

3 A3 e Al7 v v X X SL + MA X

4 Ade A2l v v v X SL + MA X

5 A5e A9 ¥ v v X TE X

6 A6, A20 e v v v X SL + MA X
A27

7 A7,A22¢ v v v X SL + MA X
A36

8 A8, Al6 e - - - - - -
A3l

9 Al10 e A32 v v v v SL + MA v

10 Al3e Al9 v v v v SL + MS v

11 Al5e A26 - - - - - -

12 Al18 e A40 v v v X TE X

13 A24 e A29 ¥ v v SL + MA

14 A25e A39 ¥ v v X SL+TC X

15 A28 e A35 v v X X SL + MA X

Legenda:

MA: Método da Adicdo; MS: Método da Substituicdo; TE: Tentativa e Erro; TC: Teorema de Cramer;
v Correta; x: Incorreta; - Nao fez.
Fonte: Elaborado pelo autor

No Quadro 60 vemos que das 15 equipes investigadas, 11 adotaram a estratégia de
escreverem o SL mais o0 uso do método da adicdo, substituicdo ou o do Teorema de Cramer. As
equipes 5 e 12 usaram a estratégia de tentativa e erro e as duplas 8 e 11 declinaram de resolver
a atividade. Percebemos que as equipes 1, 9, 10 e 13 resolveram o problema das infragOes de
transito corretamente, acertando inclusive a razéo solicitada pelo enunciado. Porém, as equipes
2,5,6,7,12 e 14 efetuaram a resolucéo correta da quantidade de multas leves e médias, mas
ndo calcularam a razdo entre elas. Ja as equipes 3 e 15 calcularam corretamente os valores
solicitados, entretanto o calculo da razdo ao final foi feito de maneira incorreta. A Figura 28 a
seguir, mostra a equipe 2 que adotou a estratégia e procedimento de execucdo SL+TC para
resolver o problema proposto pelo item 21-d:
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Figura 28 - Dificuldades da equipe 2 na resolucéo do item 21-d.
£ ST
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Fonte: Elaborada pelo autor

Na Figura 28, percebemos que a equipe 2 escreveu corretamente o SL equivalente ao
problema dado e adotou o procedimento de resolucéo pelo Teorema de Cramer. Desse modo,
calculou corretamente os determinantes D, DL e Dwm €, em seguida as variaveis L e M logrando
éxito na etapa de execucdo da resolucdo do problema. Porém, a equipe ndo se atentou na etapa
de monitoramento ao fato de a resposta solicitada exigir a razdo entre o nimero de multas
leves e médias. A Figura 29 mostra o erro da equipe 15 que adotou a estratégia e procedimento

de execucdo SL+MA para resolucdo do problema dado:

Figura 29 — Dificuldades da equipe 15 na atividade 21-d.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Vemos acima que a equipe 15 formado pelas alunas A28 e A35 n&o usaram as chaves

para agrupar as equacdes do SL. Porém, resolveram corretamente o SL equivalente do problema
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usando o método da adicdo. Ao final, se equivocaram no célculo da razéo e, ao invés de
dividirem o valor da multa leve pelo valor da multa média, acabaram multiplicando os valores
fazendo 3.2=6 e chegando a um valor errado. Isso aponta para dificuldades de conhecimentos
procedimentais na etapa de execucdo do problema, o que impossibilitou os estudantes de
chegarem a solucao final correta.

Nesse contexto, Wiyah et al. (2021) ao analisar a RP equivalentes a SL com 3 equagdes
e 3 incognitas feitas por 33 alunos de EM da Indonésia percebeu uma série de dificuldades
como: erros na identificacdo das informagdes conhecidas e solicitadas; erros na criacdo de
modelos matematicos, erros de calculos; erros de organizacdo de ELs com trés variaveis; e,
erros ao fornecer respostas validas de acordo com o enunciado dos problemas. Como causas
para esses obstaculos, os autores apontaram o tempo limitado para compreensao do problema,
o0 descuido ao fazer célculos, o esquecimento das formulas e falta de compreensao conceitual
das variaveis. Dessa forma, assim como ocorreu ha pesquisa dos autores supracitados, em nossa
pesquisa vemos a necessidade de auxilio do professor na preparacdo e no momento da
abordagem de ensino de modo a amenizar ou até mesmo extinguir 0s entraves apontados.

A proxima subsecdo dissertara sobre a analise do item e da atividade 21.

4.4.1.5 Andlise da atividade 21-e — 0 problema dos tempos de uso do computador

Sobre essa atividade, que diz respeito a um SL com trés equacdes e trés incdgnitas,
vemos uma diferenca em relacdo a problemas ja feitos pelos estudantes em relacéo ao processo
resolutivo, seja pelo Teorema de Cramer ou por escalonamento. As trés equagdes do SL tinham
variaveis no 2° membro das trés equacdes. Tal fato necessitava de uma manipulacgao algébrica
de modo a trazer todas as incégnitas das equacdes para o 1° membro, deixando apenas o termo
independente no 2° membro. SO apds esse processo é que os estudantes poderiam adotar o
algoritmo de resolucéo que achassem mais adequado.

O inicio tarefa 21-e mostrou algumas equipes com dificuldades na etapa de
representacdo do problema relacionadas a entraves nos conhecimentos semanticos, nos quais
associavam equivocadamente o termo “excede” com a operagdo de multiplicacdo. O didlogo
abaixo mostra o professor auxiliando uma equipe com essa dificuldade e dando outros

encaminhamentos para o sucesso na resolucdo da atividade:
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A6: Aqui na primeira equacao, ficou x+z=2y professor?[Perguntando sobre a equacao
| do SL].

P: O tempo x mais o tempo de z excede o de y em 2. Entéo, excede quer dizer mais. Nao
é vezes 2. Entdo € y mais 2.

[Professor aguarda alguns segundos].

P: Entdo vamos na segunda equacdo aqui, a primeira vocé ja arrumou la?

A20: Sim.

P: O tempo de x, mais o quadruplo de z, beleza. E igual a 3 mais o dobro de y.

A20: Uhum.

P: Té certo.

A20: Uhum.

P: Ta certo. Fechou. O ultimo. O tempo de x mais 9 vezes o tempo de z excede o de 10.
Vocés colocaram de novo 14 né. Quando excede ndo é 10y. Quando excede € 10 mais'y.
A20: Uhum.

P: Entdo apaga o 10y aqui ta bom.

A20: Uhum.

P: 10 maisy. Isso aqui é um y?

A20: Uhum.

P: E que t&4 meio invisivel. T4... Vocé tem que deixar esse sistema parecido com o da
letra c la.

A20: Uhum. E como faco esse sistema professor? Tem letra depois do sinal de igual.
P: Tem que deixar o termo independente sozinho depois do sinal de igual. Entdo vocé
vai reorganizar esse sistema, passando o y antes do sinal de igual em todas as equacdes
[explicando como proceder na primeira equacéo].

A20: Uhum.

P: Ai sim que vocé tem que fazer um escalonamento ou Cramer pra resolver. E agiliza
ai porgue vocé sé tem 15 minutos.

A20: Ta bom professor. Obrigada.

Vemos no didlogo acima que o professor auxilia as alunas A6 e A20 a corrigirem o
entendimento erroneo da palavra “excede” com a operagdo de multiplicagdo, alterando a
expressao 2y para y+2 na equacdo | e 10y para'y mais na equacdo Il do SL. Em seguida, vemos
gue a aluna A20 demonstra ter compreensdao em seu conhecimento estratégico sobre o
contetdo, ao perceber que as equagBes do SL tinham letras (variaveis) no 2° membro das
equacOes. Desse modo, o professor as orienta as alunas como da maneira de procederem na
equacdo | e deixando em aberto as demais equagdes para que encaminhassem a sua resolucéo,
a qual aponta para usarem o escalonamento ou o Teorema de Cramer.

Em um olhar sobre o processo resolutivo da atividade 20-e, como aconteceu nos dois
itens anteriores, algumas equipes ndo se atentaram para pergunta proposta no enunciado,
calcularam corretamente os valores das incognitas X, y e z e ndo determinaram a soma conforme

pedia a pergunta do problema proposto. Dessa maneira, tiveram mais uma vez dificuldades na
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etapa de monitoramento do problema. O Quadro 61 mostra como se deu o desempenho das

equipes na resolucdo da tarefa aferida a eles nesse momento da aula:

Quadro 61 - Desempenho das equipes na atividade 21-e.

SL e resposta esperada:

x+z=y+2

x+4z=3+2y e x+y+z=3+24+1=6

x+9z=y+10

EQUIPES ETAPAS DE RP OBSERVACOES
NUmero | Participantes | Representacdo | Planejamento | Execucdo | Monitoramento Estratégia e Solugéo
procedimento Final
matematico

1 AleA23 v v v X SL + ME X
2 A2 e A30 J v v J SL + ME

3 A3 e Al7 v v v X SL + ME X
4 Ade A2l v v v X SL + ME X
5 A5e A9 v v v Vv SL + ME v
6 A6, A20 e A27 v v v X SL + ME X
7 A7, A22 e A36 v v v X SL + ME X
8 A8, Al6 e A3l v v v X SL + ME X
9 Al0e A32 v v X X SL + ME X
10 Al3e Al9 v v v X SL + ME X
11 Al5e A26 - - - - - -
12 Al8 e A40 v v v X SL + ME X
13 A24 e A29 v v v v SL + ME v
14 A25e A39 v v v v SL + ME v
15 A28 e A35 v v v X SL + ME X

Legenda:

ME: Método do Escalonamento; ¥ : Correta; x: Incorreta; - Nao fez.

Fonte: Elaborado pelo autor

Por meio do Quadro 61, vemos que das 14 equipes que fizeram a atividade 21-e, todos

adotaram a estratégia de escrever um SL e optaram por e resolvé-lo por meio do escalonamento.

Ja a equipe 11 optou por ndo resolver a atividade solicitada. Observa-se que as equipes 1, 3, 4,

6, 7, 8, 10, 12 e 15 tiveram éxito nas etapas de representacdo, planejamento e execugado

escrevendo o SL e resolvendo corretamente por meio do método do escalonamento. Entretanto,

apos a resolucdo do SL, ndo se atentaram ao fato de que a pergunta da atividade proposta

requisita o valor da soma de x, y e z cujo resulto final era 6. Desse modo, esses alunos tiveram

dificuldades na etapa de monitoramento do problema. A Figura 30 apresenta 0s obstaculos

encontrados pela equipe 9 na etapa de execucéo do problema:
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Figura 30 - Dificuldades da equipe 9 na etapa de execuc¢éo da atividade 21-e.

Fonte: Elaborada pelo autor

Na Figura 30 vemos gue os alunos escrevem as trés equacdes do SL corretamente,
porém sem o uso de chaves. O procedimento algoritmo inicial do escalonamento também é feito
com éxito. Na mesma Figura, observamos que a dupla calcula corretamente o valor de z na
equacdo Ill. Todavia, ao calcularem o valor de y na equagdo 2, colocam -y — 3.1=1 sendo 0
correto -y + 3.1=1. Dessa forma, encontram valores errados para y e consequentemente para x
na equacdo | do SL. Isso demanda obstaculos na ordem de conhecimentos procedimentais no
momento de resolugdo da atividade requerida. Agora, a Figura 31 mostra a dificuldade da
equipe 10 na etapa de monitoramento do problema, entrave essa encontrada de maneira similar

pela maioria das equipes participantes na resolucdo da atividade 21-¢:

Figura 31 - Dificuldades da equipe 10 na etapa de monitoramento da atividade 21-e.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Na Figura 31 acima é possivel observar que a equipe resolveu o escalonamento
corretamente encontrando SL equivalentes, encontrando com sucesso o0s valores das variaveis
e escrevendo a solucdo e classificacdo do SL escrito no inicio da resolucdo do problema.
Entretanto, a equipe ndo verificou que a resposta correta para a atividade solicitava pedia o a
soma das horas de utilizacdo do computador pelos trés amigos, resposta que deveria ser dada
pela soma aritmética dos valores encontrados para cada incognita. Ja

De forma geral, observamos que a grande maioria das equipes participantes utilizaram
de seus conhecimentos adquiridos nas etapas 2 e 3 de nossa organizacdo de ensino para
realizarem a resolucé@o dos problemas solicitados pela atividade 21-e. Isso pode ser visto pelo
fato de todos que fizeram, adotarem a estratégia de escreverem o SL equivalente ao problema
e adotarem o método do escalonamento como caminho de resolugdo. Assim como aconteceu
nos itens c e d, no item e os alunos investigados tiveram em sua maioria dificuldades na etapa
de monitoramento do problema. Embora resolvessem com sucesso 0s SL escritos, ndo se
atentavam que cada problema tinha uma pergunta diferente para a solugdo final a ser
apresentada. Sousa e Proenca (2019) perceberam alunos do 7° ano do EF com essas dificuldades
na etapa execucao do problema. Entretanto, verificaram equipes que diante dessas dificuldades
monitoram 0S Seus erros e corrigiam o percurso do processo resolutivo adotado. Em nossa
pesquisa, um auxilio do professor pesquisador nesse sentido, incentivando os participantes a

reverem a resolucdo percorrida e o questionamento proposto pelo enunciado poderia ter
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melhorado o desempenho dos estudantes na resolucdo dos novos problemas propostos na etapa
4,
Finalizamos assim as analises do eixo 4, a proxima subsecdo dara prosseguimento a

analise do eixo 5 que envolveu a avaliagdo escrita aplicada aos participantes.

4.5 Eixo 5 — Andlise da compreensdo e desempenho dos alunos relativos ao contetdo de

SL por meio de avaliacdo escrita

Por meio desse Ultimo eixo buscamos avaliar como se deu a compreensdo, entendimento
e desempenho das equipes participantes ao finalizarmos a etapa 4 de nossa proposta de
organizagéao de ensino por meio de uma avaliacdo escrita. Sobre esse momento, ele abrangeu
as aulas 17 e 18 de nosso planejamento.

Dentro desse contexto, ao observar a grande demanda de tempo gasto pelos estudantes
na resolucdo das atividades da etapa 3 e nas aulas 15 e 16 da etapa 4, o pesquisador decidiu
dividir a avaliacdo propostas em 2 dias distintos. Dessa forma, a aula 17 com as atividades 22
e 23 (Quadros 34 e 35) aconteceu em duas aulas de 50 minutos no dia 06 de setembro de 2022.
J& a segunda parte, com a aula 18 abordando a atividade 24 (Quadro 36) realizou-se também
em duas aulas de 50 minutos no dia 08 de setembro de 2022. Com essa reorganizacdo, o
professor pesquisador avaliou que os alunos teriam mais tempo e poderiam resolver 0s novos
problemas propostos sem presséo e com maior tranquilidade, mostrando o seu aprendizado de
forma fidedigna, refletindo sobretudo em nossa analise de desempenho e compreensdo que
objetivamos para esse €ixo.

Nas proximas subsecdes explicitaremos a analise das atividades inerentes a cada uma

dessas aulas.

4.5.1 — Andlise da aula 17 — avaliacdo dos conceitos aprendidos de SL

As atividades 22 e 23 da aula 17 buscavam avaliar o aprendizado dos alunos dentro da
formacéo conceitual trabalhada na etapa 2 de nossa organizacdo de ensino. Participaram da
avaliacdo um total de 33 alunos divididos em 16 equipes, a saber: 13 duplas, 2 trios e um aluno

de maneira individual.
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Nesse contexto, avaliamos a compreensdo e desempenho dos alunos concernentes aos

apontamentos listados por Proenca (2021) que dizem que os estudantes devem ser capazes de

a) explorarem exemplos e ndo exemplos do conceito para explorar suas
caracteristicas; b) apresentarem uma definicdo para o conceito (construto mental), o
que evidenciara as caracteristicas do conceito que eles mencionam; c¢) apresentarem
outros tipos ou varia¢fes do conceito, ou seja, apresentar exemplos do conceito; d)
apresentarem ndo exemplos do conceito, 0 que permite ampliar a compreensao

conceitual (PROENCA, 2021, p. 09).

Assim, apontamos como se deu a resolugé@o das equipes pesquisadas ao realizarem as

atividades concernentes a esse processo.

4.5.1.1 — Anélise da atividade 22 — avaliando conceitos de SL

A atividade 22-a tinha o comando “Escreva o que vocé entende por uma equacéo linear e

dé 2 exemplos™. Sobre o entendimento dos alunos para EL, consideramos as caracteristicas

listadas pelas equipes participantes da seguinte maneira:

Caracteristica 1 — As variaveis de uma EL devem ter expoente 1

Caracteristica 2 — Os coeficientes sdo niumeros reais.

Caracteristica 3 — As EL podem ter opera¢des de adicao e subtracdo entre os termos.

Caracteristica 4 — As variaveis de uma EL ndo podem se multiplicar.

Caracteristica 5 — As variaveis de uma EL ndo podem estar no denominador de uma

fracdo.

Caracteristica 6 — As EL podem usar letras diferentes em suas incognitas.

O Quadro 62 abaixo mostra as caracteristicas apontadas pelas equipes sobre o construto

mental de EL e ainda se os exemplos listados por essas equipes estavam corretos.

Quadro 62 — Desempenho das equipes na atividade 22-a.

EQUIPES CARACTERISTICAS APONTADAS EXEMPLOS LISTADOS
Nimero Participantes C1 C2 C3 C4 C5 C6
1 Ale A23 v i v
2 A2 e A30 v v v v
3 A3 e Al7 v v v -
4 Ade A21 v v v X
5 A5e A9 v v
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6 A6, A20 e A27 v v v v
7 A7e35 v v
8 A8 e A3l v v v
9 Al0e A32 v v v
10 Al3e A19 v v v v
11 Al5e A26 v v v
12 Al8 e A40 v v v
13 A22 e A36 v v v v
14 A24 e A29 v v
15 A25e A39 v v
16 A28 - - - - - - v
Legenda:

vk Correta; x: Incorreta; -: Nao fez.
Fonte: Elaborado pelo autor

No Quadro 62 observamos que 10 e 11 equipes apontaram respectivamente as

caracteristicas 1 e 2 de uma EL. Ja 4 equipes apontaram a caracteristica 3, 2 a caracteristica 4,

4 equipes a caracteristica 5 e apenas 1 equipe apontou a caracteristica 6. Quanto aos exemplos

solicitados pelo enunciado, vemos que 14 equipes apresentaram exemplos corretos, sendo que

a equipe 3 deixou de fazer tal atividade e a equipe 4 apresentou um SL ao invés de uma EL.

Nesse panorama, vemos que as equipes foram capazes de apontar caracteristicas importantes

de seu construto mental para o conceito de EL. Ao compararmos as respostas do Quadro 62

com a Tabela 3 na qual os alunos fizeram 0s mesmos apontamentos sobre as caracteristicas de

uma EL, vemos que as principais caracteristicas apontadas se mantiveram, trazendo a tona uma

aprendizagem significativa dos conceitos trabalhados na etapa 2. Todavia, algumas equipes

apresentaram respostas equivocadas na atividade 22-a, as quais listamos no Quadro 63 abaixo

e apresentamos as explicacBes dos erros cometidos:

Quadro 63 - Dificuldades das equipes na atividade 22-a.

EQUIPES OBSERVACOES
Numero | Participantes Dificuldades Explicagdo do erro
1 Ale A23 - O expoente é variado e - O expoente das variaveis de uma EL é
igual a 1. sempre igual a 1.
3 A3e Al7 - N&o possui fragdo com - Existem termos na EL com fragBGes com
incdgnitas incdgnitas, porém apenas no numerador.
5 A5e A9 - EL é toda equacéo do tipo - Essa é a definicdo de uma equacéo do 1°
ax+b=0. grau, ndo de uma EL.
11 Al5e A26 | - E uma sentenca verdadeira. | - Os alunos associaram a caracteristica da
solucéo de uma EL.

Fonte: Elaborado pelo autor
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Dando continuidade, a atividade 22-b cujo enunciado solicitava “Dé 2 exemplos de
equacOes que néo sdo lineares e justifique por que ndo séo lineares”, 14 equipes apresentaram
exemplos e justificativas corretas sobre equacdes que ndao eram lineares. Porém, as equipes 12
e 15 apresentaram dificuldades. A Figura 32 mostra as dificuldades encontradas pela equipe 12

ao responder essa atividade:

Figura 32 - Dificuldades da equipe 12 na atividade 22-b.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Pela Figura 32 acima vemos que a equipe 12 teve dificuldades ao ler o enunciado da
atividade, tendo em vista que se solicitava que se escrevessem 2 exemplos com justificativa do
porqué ndo eram EL. Mas os alunos escreveram de maneira equivocada as caracteristicas de
uma equacdo ndo linear, ndo apresentando exemplo algum. Agora, a Figura 33 aponta a

dificuldade da equipe 15 ao responder atividade 22-b:

Figura 33 — Dificuldades da equipe 15 na atividade 22-b.

Fonte: Elaborada pelo autor

J& a equipe 15 apontou 2 sentencas matemaéticas falsas ao invés de equagGes conforme
solicitado pelo enunciado da atividade. Nesse sentido, os alunos escreveram que tais sentencas
ndo seriam EL pelo fato de ndo possuirem incognitas e ndo conterem divisdo, respondendo
assim de maneira errada a questdo solicitada. Tal fato, aponta para obstaculos ao apontarem
aspectos importantes sobre o conceito abordado. Dessa maneira, percebemos que essa equipe,

conforme preconizam Klausmeier e Goodwin (1977) e Pozo (1998), ndo conseguiu elaborar
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uma definicéo do significado do conceito, bem como, apresentar exemplos e ndo exemplos para
o0 conceito de EL trabalhado na etapa 2.

Falando agora sobre a atividade 22-c cujo comando era “Escreva, com suas palavras o
que € um sistema de equacdes lineares do tipo 2x2 e do tipo 3x3. Dé um exemplo de cada um
deles”. Quanto ao desempenho nessa atividade, 9 equipes a fizeram de maneira completa e
correta. J4 as equipes 1, 5, 8, 9, 12 e 13 apresentaram a defini¢do de SL 2x2 e 3x3 corretamente,
mas ao darem exemplos ndo colocaram chaves para agrupar as equagdes de cada SL, mostrando
dificuldades de conhecimentos procedimentais. A equipe 9 também se equivocou ao apontar
um exemplo de SL 3x3 escrevendo com SL com 3 equacdes e somente 2 incognitas.

O item d, ultimo item da atividade 22 cujo pedido era “Explique de forma sucinta quais
séo as classificagOes que um sistema linear pode ter. Segundo o teorema de Cramer, quando um
sistema linear é SPD?” apresentou Varias equipes com dificuldades de entendimento do que era

para ser realizado nessa tarefa. O Quadro 64 elucida esse acontecimento:

Quadro 64 - Dificuldades das equipes na atividade 22-d.
Dificuldades Equipes
Apontaram as classificagdes SPD, SPI e SI mas ndo explicaram a | 5,9, 10, 11, 12, 13 e 16
quantidade de solucbes de cada uma.
N&o respondeu o questionamento sobre o Teorema de Cramer 2,4,7,8,9,10,11,12,13,14¢e 16
Escreveu um SL e resolveu 1
Fonte: Elaborado pelo autor

Vemos no Quadro 64 que das 16 equipes participantes, 7 deram as classificacfes
corretas de um SL, mas ndo explicaram sobre a quantidade de solucGes de cada classificagéo.
Sobrepondo a esse fato, 11 equipes ndo responderam sobre o determinante D do Teorema de
Cramer ser diferente de zero indicar um SL classificado como SPD. Além disso, tivemos a
equipe 1 que ao inveés de responder a indagacao levantada acabou erroneamente escrevendo um
SL como exemplo e resolvendo. Dessa maneira, vemos que para essa atividade, os participantes
evidenciaram dificuldades na compreensédo do enunciado da questdo. Também acreditamos que
o0 enunciado da atividade 22-d poderia ser reescrito de uma maneira mais clara e até mesmo
criando-se um item e no qual poderia ser cobrado o questionamento referente ao Teorema de

Cramer.
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4.5.1.2 — Anélise da atividade 23 — avaliando o reconhecimento de exemplos e ndo exemplos

de problemas equivalentes a SL

Nessa subsecdo avaliamos a compreensdo e desempenho da atividade 23 (disponivel no
Quadro 35) que dava um SL e requeria das equipes participantes que assinalassem entre 3
enunciados quais ndo eram problemas equivalentes ao SL dado, e justificar o motivo. Dentre
os itens a, b e c citados, o0s itens b e ¢ ndo eram equivalentes ao SL disposto pelo enunciado. O

Quadro 65 traz a luz como se deu o0 desempenho dos estudantes na atividade 23:

Quadro 65 - Desempenho das equipes na atividade 23.

EQUIPES
Numero Participantes Itens Dificuldades
assinalados

1 Ale A23 bec -
2 A2 e A30 bec -
3 A3 e Al7 bec -
4 Ade A21 bec -
5 A5e A9 a Marcaram o item a, invertendo o entendimento do enunciado.
6 A6, A20 e A27 bec -
7 A7 e 35 bec - No item b, justificaram que falta uma incégnita.
8 A8 e A3l bec - Justificativa incorreta no item c.
9 Al0e A32 bec - No item c justificaram gue faltam letras na equacéo.
10 Al3e Al19 bec -
11 Al5 e A26 c - N&o assinalaram o item b.
12 Al8 e A40 bec - Justificativa incorreta no item b.

- Justificativa incorreta no item c.
13 A22 e A36 bec - N4o justificaram o item c.
14 A24 e A29 bec -
15 A25e A39 bec -
16 A28 bec - Néo justificou o item b.

- N4o justificou o item c.

Fonte: Elaborado pelo autor

O Quadro 65 nos indica que das 16 equipes investigadas, 14 indicaram corretamente as
alternativas b e ¢ como ndo equivalentes ao SL dado pelo enunciado, verificando uma
compreensdo em que associam exemplos e ndo exemplos de problemas que se equivalem a um
SL.

Todavia, apenas 8 equipes justificaram sem falhas 0 motivo de terem assinalado as
alternativas corretas. No entanto, quando observamos a equipe 5 assinalou o item a, invertendo
assim o comando dado pelo enunciado. Também a equipe 11 deixou de assinalar o item b. Sobre

0 item c, as equipes 7 e 9 citaram que o problema néo € equivalente por falta de incdgnitas ou
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letras no SL, quando na verdade os materiais escolares € que mudam conforme as equacoes.

Por fim, as equipes 8 e 12 tiveram justificativas erroneas sobre os itens assinalados.

4.5.2 — Anélise da aula 18 — avalia¢do na resolugdo de novos problemas

A atividade 24 (disponibilizada no Quadro 36) buscou avaliar a compreensédo e
desempenho das equipes investigadas ao resolverem novos problemas em nossa organizagédo
de ensino. Dessa forma, nossa andlise dessas tarefas conforme preconiza Proenca (2021, p. 10)
buscou “avaliar os alunos nas quatro etapas do processo de resolu¢ao” na qual verificamos as
dificuldades no processo dessas quatro etapas, 0S entraves ao relacionarem contextos das
situaces e a identificacdo e representacdo do conceito de SL.

Conforme descrevemos anteriormente, a aula 18 ocorreu em 2 aulas de 50 minutos no
dia 08 de setembro de 2022 e dessa vez, participaram 33 alunos, agora divididos em 15 equipes
sendo 12 duplas e 3 trios. O Quadro 66 mostra como ficaram distribuidas as equipes para a aula

18:

Quadro 66 - Distribuicao das equipes para a aula 18.

Numero da Equipe Participantes
1 Ale A23
2 A2 e A30
3 A3 e Al7
4 Ade A21
5 A5e A9
6 A6, A20 e A27
7 A7e35
8 A8, Al6e A3l
9 Al0e A32
10 Al3e Al9
11 Al5 e A26
12 Al18 e A40
13 A22, A28 e A36
14 A24 e A29
15 A25 e A39

Fonte: Elaborado pelo autor

A Tabela 5 traz em numeros, o desempenho das 15 equipes na resolucdo da atividade
24, apontando as estratégias e procedimentos matematicos escolhidos e se fizeram a resolucao

de maneira correta, parcialmente correta ou incorreta:
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Tabela 5 — Desempenho das equipes na resolucdo da atividade 24.

Atividade 24 Estratégia Desempenho na resolucio
e procedimento matematico das equipes que fizeram a
atividade

Itens SL + MS SL + ME SL+TC TE Nao fez C P |

a 1 10 2 2 0 15 0 0

b 0 11 3 1 1 12 2 0

c 0 12 2 0 1 8 6 0

d 0 14 0 1 0 10 4 1

e 2 10 1 1 1 9 5 0

Legenda:

MS: Método da Substituicdo; ME: Método do Escalonamento: TC: Teorema de Cramer;
TE: Tentativa e Erro; C: Correta; C: Parcialmente Correta; |: Incorreta.
Fonte: Elaborada pelo autor

Um olhar sobre a Tabela 5 nos revela que a grande maioria das equipes adotaram como
caminho de resolucdo dos itens da atividade 24 a estratégia de escreverem o SL e resolverem
pelo método do escalonamento. Sendo em seguida, as escolhas pelo SL e execucdo pelo
Teorema de Cramer as estratégias e procedimentos de execucdo mais adotadas. Esse panorama
nos chama a atencdo para a apropriacdo dos alunos dos conceitos e contetdos concernentes a
SL, abordados por nossa organizagédo de ensino.

Falando sobre o desempenho da resolugéo, observamos mais uma vez que a maioria das
equipes tiveram éxito e realizaram as atividades de forma correta, sendo 15 acertos no item a,
11 no item b, 8 no item ¢, 10 no item d e 10 no item e. Consideramos questdes parcialmente
corretas aquelas em que as equipes lograram éxito nas etapas de representacao e planejamento,
mas encontraram obstaculos nas etapas seguintes de execu¢do e/ou planejamento da RP. Desse
modo, apontamos resolucBes parcialmente corretas, nas quais os alunos tiveram problemas
principalmente na etapa de execucdo da RP apontando para dificuldades no sentido de
conhecimentos procedimentais. O Quadro 67 detalha sobremaneira como ocorreram as

dificuldades das equipes de alunos nas etapas de RP da atividade 24:

Quadro 67 - Dificuldades nas etapas de RP na atividade 24.

Itens Parcialmente Corretas Incorretas
ETAPAS DE RP ETAPAS DE RP
Execucéo Monitoramento Execucdo Monitoramento
a - - - -
b - Montou o SL de forma - - -

incorreta (Equipe 7).
- Néo terminaram o
escalonamento (Equipe 13).

c - Erraram o escalonamento - - -
(Equipes 6, 7, 8, 11 e 13).
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- Erraram o célculo de Dy
(Equipe 15).
d - Erraram o escalonamento - Erraram o método - - Néo verificaram a
(Equipes 1, 5, 6 e 10). da tentativa e erro resposta inadequada para
(Equipe 11). 0 problema (Equipe 11).
e Erraram o escalonamento - - -
(Equipes 4,7, 8,12 e 13).
Legenda:

“-”: Significa que nao houve dificuldade na etapa.
Fonte: Elaborado pelo autor

Quando observamos o Quadro 67, vemos que para o item a ndo houve dificuldades nas
etapas de RP haja vista que todos os participantes fizeram de maneira completa e correta esse
problema. Ja no item b vemos que as equipes 7 e 13 tiveram dificuldades na etapa de execucao
do problema. Sendo que a primeira equipe escreveu o SL de forma incorreta e, além disso
realizou o célculo do escalonamento também de forma equivocada. J& a segunda equipe ndo
terminou a execucdo desse procedimento matematico. A Figura 34 elucida ao leitor como se

deram as dificuldades dessas duas equipes:

Figura 34 — Dificuldades das equipes na atividade 24-b.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Vemos na Figura 34 que a equipe 7 escreveu o SL equivalente ao problema com a
primeira e terceira linha de maneira incorreta. Além disso, tiveram dificuldades para fazer o
escalonamento, misturando o método da substituicdo e apontando que SL néo tinha solucéo. Ja
a equipe 11, escreveu corretamente o SL equivalente ao problema e realizou corretamente a
primeira parte do escalonamento. Entretanto, essa equipe ndo finalizou a execucdo desse

procedimento matematico de modo a encontrar os valores das variaveis X, y e z.
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No Quadro 67 vimos que as equipes 6, 7, 8, 11, 13 e 15 tiveram dificuldades na etapa
de execugdo para realizarem essa atividade. A Figura 35 traz a dificuldade da equipe 6 na
realizacdo da atividade 24-c:

Figura 35 - Dificuldades de execucédo da equipe 6 na atividade 24-c.
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Fonte: Elaborada pelo autor

Verificamos na Figura 35 que a equipe 6 ao realizar o escalonamento, calculou
corretamente o valor de z=50. Mas ao realizarem o calculo da incognita y na equacao Il
acabaram erroneamente dividindo o valor de z por 100 e colocando z=0,05. Nesse sentido de
dificuldades, a Figura 36 mostra os obstaculos da equipe 13 na mesma atividade:

Figura 36 - Dificuldades da equipe 13 na atividade 24-c.

I N

Fonte: Elaborada pelo autor
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Na Figura 36 vemos que a equipe 13 escreveu o SL equivalente ao sistema de forma
correta em um primeiro momento e, apos indicar uma multiplicagdo por 10 na equagdo I,
reescreveram o SL equivalente de forma equivocada. Sobre tais dificuldades no escalonamento
tanto pela equipe 6 quanto pela equipe 13, Amka (2020) ao pesquisar a RP abarcando SL 3x3
com estudantes do EM da Indonésia percebeu alunos com entraves no processo de execucao do
escalonamento, ndo conseguindo fazer substituicbes de variaveis e, desse modo, néo
conseguindo cumprir o plano de resolucdo estabelecido e resolver o problema de forma
completa e correta. Ainda em relacdo aos obstaculos na atividade 24-c, a Figura 37 mostra esses

ocorreram com relacdo a equipe 15:

Figura 37 - Dificuldades da equipe 15 na atividade 24-c.

Fonte: Elaborada pelo autor

Por fim, a Figura 37 mostra que a equipe 15 ao realizar a resolu¢do do SL por meio do
Teorema de Cramer, calculou de maneira correta, 0s determinantes D e Dx, encontrando assim
o0 valor certo de x=10. Por outro lado, ao calcularem o determinante Dy, erraram operacoes
matematicas de adi¢cdo e multiplicacdo encontrando Dy=260 quando o correto era Dy=300.
Dessa forma, a equipe também apresentou dificuldades na etapa de execucdo o que impediu de
chegaram com sucesso a resposta correta para o problema apresentado.

Agora, em relacdo ao problema proposto no item d da atividade 24-d, esse além de
conter informac6es supérfluas, tinha um SL equivalente cuja classificacdo era SPI. Dessa

forma, durante a resolugdo por meio do método do escalonamento, os alunos encontrariam uma
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EL que seria a resposta correta do problema que questionava o preco de “dois pastéis e 4 sucos”,
ou seja, o valor 2p + 4s, sem ter a necessidade de terminar a execucdo desse processo
algoritmico.

Na Tabela 5, observamos que 14 equipes optaram pela estratégia de escrever o SL e
resolvé-lo usando o método do escalonamento e uma equipe escolheu o caminho estratégico da
tentativa e erro. Dessa maneira, 10 equipes chegaram a resolucdo de forma correta e completa,
4 de forma parcialmente correta e uma equipe de maneira incorreta. Entre as dificuldades
encontradas nesse processo, mais uma vez a etapa execucdo relativa a conhecimentos

procedimentais foi a entrave que mais ocorreu. A Figura 38 elucida como se ocorreram tais

obstaculos na resolucédo das equipes 1, 5 e 6:

Figura 38 - Dificuldades de execucédo das equipes 1, 5 e 6 na atividade 24-d.
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Vemos na Figura 38-a que a equipe 1 executou o escalonamento de forma correta até
expressar a equagao -2p+4s= 40, errando o sinal de -2p que era positivo, tendo assim um erro
procedimental na etapa de execucdo. Agora na Figura 38-b verificamos a equipe 5 escrever
corretamente 0 SL e anotar a equacdo 1p=20-2s, mostrando assim que ndo conseguiram
comecar 0 processo de escalonamento com entraves de conhecimentos procedimentais. E,
finalmente e do mesmo modo, observamos na Figura 38-c que a equipe 6 apds escalonar
corretamente o SL inicial, ndo conseguiu dar prosseguimento a etapa de execucdo de modo a
percorrer o caminho até a resposta solicitada pelo problema proposto.

Finalmente, chegamos ao item e da atividade 24, Gltimo tarefa proposta em nossa
organizacao de ensino. Sobre essa atividade, é um problema cujo SL contava com 2 equacdes
e 2 incognitas sendo classificado como Sl, ou seja, que ndo possuia solugdo. Na Tabela 5,
verificamos que das 15 equipes que participaram da pesquisa na aula 18, 10 chegaram a uma
solucdo correta e 4 parcialmente correta. Entre as equipes que tiveram dificuldades, de modo
andlogo aos itens anteriores, as dificuldades encontraram-se nos conhecimentos
procedimentais concentrados na etapa de execucdo do problema. A Figura 39 mostra como se

deram esses obstaculos:

Figura 39 - Dificuldades na etapa de execucgédo na atividade 24-e.
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Na Figura 39 acima evidencia-se as dificuldades das equipes na etapa de execucéo do
problema. A equipe 1 encontrou a sentenga matemética 0=20, ja as equipes 7, 12 e 13
encontraram a sentenca matematica 0=18. A sentenca correta a ser alcancada era 0=2. Além
disso, as equipes 7 e 12 usaram uma notacdo matematica com colchetes para agrupar as
equac0es do SL, quando o correto é o uso de chaves. Um fato curioso, é que as equipes 7, 12 e
13, erraram o procedimento do escalonamento, mas encontraram sentencas matematicas falsas,
afirmando corretamente que se tratava de um SL impossivel (SI). Entretanto esse fato ndo exclui
0 erro na etapa de execucao da resolugdo do problema.

Sobre os obstaculos encontrados pelos estudantes na aula 18, o trabalho de Rakhmawati
et al. (2019) investigou 30 alunos do EM da Indonésia na RP abarcando SL e encontrou: 3
alunos (10%) com desempenho excelente, 8 alunos (26,67%) com desempenho muito bom, 6
alunos (20%) com desempenho bom, 5 alunos (16,66%) com desempenho regular e 8 alunos
(26,67%) com desempenho considerado como ruim. Sobre esses Gltimos, 0s autores apontam
que os estudantes pesquisados disseram que nunca fizeram uma ilustracdo como estratégia para
resolver problemas. Ainda sobre os estudantes com desempenho ruim, o estudo aponta que as
dificuldades se concentraram ao identificar as informac6es dos dados conhecidos e solicitados
(etapa de representacéao), escolher as estratégias corretas (etapa de planejamento), resolver 0s
modelos matematicos (etapa de execucdo) e verificar a veracidade (etapa de monitoramento).

Num panorama geral da atividade 24, observamos erros provenientes de entraves de
conhecimentos procedimentais observados na etapa de execucdo na resolucdo dos problemas
propostas e ja citados por nds anteriormente (SILVA, J. A., 2019; FREITAS; GUADAGNINI;
2013; BRUM; CURY, 2013; BECKER, 2009; FONSECA, 2016; IRIAS et al., 2011; CURY,;
BORTOLI, 2011). Ainda nos deparamos com participantes com obstaculos na etapa de
monitoramento do problema, no qual houve equipes que até resolveram corretamente o SL
inerente ao problema, mas que ndo se atentaram em responder de maneira adequada a indagacéo
proposta pelo enunciado conforme também observado por Akamine e Proencga (2022).

Sobre o aspecto quantitativo da avaliacdo, essa teve valor 30 pontos em relacdo a
pontuacdo trimestral a qual os estudantes estavam submetidos. Desse modo, a média aritmética
das notas dos estudantes foi de 24,3 com desvio-padrdo amostral de 5,6. Dessa forma,
compreendemos um desempenho excelente da turma participante. A média exigida para
avaliacdo era a nota 18 e apenas a equipe formada pelos alunos A15 e A26 tiraram nota 16 e
necessitaram fazer a recuperacdo paralela obrigatoria de contetdos e de notas. Salientamos

aqui, a dificuldades desses estudantes participantes que verificamos por diversas vezes em
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nossas analises e a presenca do professor pesquisador no auxilio de seus entraves durante toda

organizacgéo de ensino.

4.6 Reflexdes acerca dos resultados encontrados e das contribuicdes da organizacéo de

ensino

Por meio dos 5 eixos de analise dos resultados presentes em nossa investigacéo,
podemos verificar que nossa pesquisa encontrou contribui¢cdes que convergem para 0 campo de
ensino da algebra e do pensamento algébrico, para o ensino do conteido de SL e para a
abordagem de ensino por meio da RP. Nesse sentido, essas contribuigdes podem ser melhor
entendidas quando olhamos para as quatro etapas de nossa organizagdo a luz de nossos
referenciais teoricos.

Inicialmente, analisando a etapa 1 de uso do problema como ponto de partida,
observamos que 10 de 15 equipes adotaram a estratégia de tentativa e erro como caminho de
resolucéo para a solugéo das situacOes 1 e 2 propostas para essa etapa. Nesse sentido, vemos a
auséncia da demanda representar do pensamento algébrico conforme sugerem Ponte, Branco
e Matos (2009). Todavia, observamos por meio dos Quadros 38 e 39 que 14 equipes acertaram
a resolucéo da situacdo 1 e 12 equipes a resolugéo da situacao 2, tendo éxito nas quatro etapas
(representacéo, planejamento, execucdo e monitoramento) da resolucdo de problemas. No
entanto, duas equipes apresentaram dificuldades nas etapas de execucdo com entraves em
conhecimentos procedimentais e de monitoramento no momento de resolucéo da situacéo 2
indicando obstaculos em raciocinar na construcdo do pensamento algébrico.

Avancando para a etapa 2 referente a formacéo do conceito, essa possibilitou aos alunos
terem contato com conceitos de SL, abarcando a defini¢do conceitual (construto mental desse
conteddo), a qual evidenciou o desenvolvimento da demanda representar do pensamento
algébrico por meio da capacidade dos alunos pesquisados em apontar caracteristicas, exemplos
e ndo exemplos do conceito de SL nas atividades propostas.

Dando prosseguindo, a etapa 3 de defini¢cdo do conteddo, possibilitou aos investigados
estabelecerem relacGes entre os conceitos estudados na etapa anterior com a defini¢do formal e
0s processos algoritmicos inerentes a SL, o que culminou em uma melhoria no entendimento e
compreensdo do pensamento algébrico dos alunos na demanda representar. Porém,
encontramos dificuldades dos alunos em manipulagdes algébricas com obstaculos em

conhecimentos procedimentais no trabalho com os processos resolutivos de SL como o
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Teorema de Cramer e do escalonamento apontando entraves na demanda racionar do
pensamento algébrico preconizada por Ponte, Branco e Matos (2009).

Por altimo, a etapa 4 de aplicacdo em novos problemas revelou que a maioria das
equipes pesquisadas adotou a estratégia de escrever um SL para a resolucdo dos problemas
propostos, indicando um amadurecimento da demanda representar rumo a construcdo do
pensamento algébrico. Nesse sentido, ainda observamos uma evolucdo das equipes nas
demandas raciocinar e resolver problemas evidenciadas pela escolha dos alunos por um
método de resolucdo algebrico (Método da Adicdo, Método da Substituicdo, Teorema de
Cramer ou escalonamento) de modo a resolver os SLs escritos.

Nessa perspectiva, em relagdo a entraves relacionados a construgdo do pensamento
algébrico indicados por nossos referenciais tedricos, nossa pesquisa avangou no sentido de
possibilitar a compreensao e a capacidade dos estudantes de estruturar formalmente a resolucéo
de um problema criando um ambiente de aprendizagem significativa, com atividades em
grupos, permitindo o uso de diferentes estratégias e representacdes conforme demandam os
estudos de Silva (2016), Becher (2009) e Morais (2009).

Nesse panorama, acreditamos ainda que obstaculos enfrentados por alunos como os de
transicdo entre a linguagem natural para linguagem algébrica conforme apontaram trabalhos
como de Téman e Gokburun (2022) e de Cury e Bortoli (2011) puderam ser reconstruidos por
meio da etapa de formacéo conceitual. Ao nosso ver, tal etapa possibilitou o entendimento e a
compreensdo entre a linguagem escrita, a linguagem algébrica e os processos algoritmicos
inerentes ao contetdo de SL nas etapas posteriores (de definicdo do contetdo e de aplicacéo
em novos problemas). Esse altimo fato, também vem de encontro a reconstrucéo de obstaculos
apontados pelos trabalhos de Souza (2019) e Chinnappan (2004), que indicaram alunos com
dificuldades em estratégias procedimentais devido a ndo apropriacdo de conhecimentos
conceituais da algebra e sobretudo de SL.

Do mesmo modo, as atividades desenvolvidas por nossa organizagdo de ensino
permitiram contornar entraves apontadas no ensino de SL, tais como: o0 ensino baseado em
técnicas algébricas, presos a livros didaticos e sem contextualizacdo (BORGES, 2018) e, o
trabalho fragmentado em sala de aula (KUHN; LIMA, 2018). Acreditamos que a reconstrugédo
desses obstaculos foi possivel devido ao fato de nossa metodologia de ensino permitir em sua
estrutura entrelacada a abordagem inicial do ensino via RP, passando pela abordagem
conceitual de SL, pela definicdo formal desse contetido e chegando a resolucdo de problemas

de diversas areas do cotidiano vivenciada pelos estudantes.
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Semelhantemente, sobre dificuldades apontadas por autores internacionais relativas ao
ensino de SL, observamos que o trabalho realizado na etapa 2 (formacéo do conceito) cujas
andlises de bons resultados vislumbramos nas tabelas 3 e 4 e nos Quadros 40 a 46, possibilitou
amenizar entraves de identificacdo conceitual de SL, obstaculos como esses verificados no
estudo de Oktac (2018). Em um olhar sobre a etapa de formacgdo do conceito antecedendo a
etapa de definicdo do conteddo, vemos que este fato possibilitou potencializar a construgdo de
relagdes entre conhecimentos conceituais e os algoritmos na RP que tinham entraves
investigadas pelo trabalho de Dewi et al. (2021). De modo analogo, essas duas etapas citadas
permitiram aos estudantes chegarem a etapa 4 de aplicacdo em novos problemas com um
conhecimento conceitual e procedimental de SL mais elaborados, possibilitando a adogéo de
diferentes estratégias para RP, diferentemente dos entraves apontados por Maharani (2020) e
Chinnappan (2004).

Entretanto, as anélises dos eixos 3, 4 e 5 revelaram um cenario de dificuldades de ensino
de SL na etapa de execugdo para RP com entraves em conhecimentos procedimentais,
oriundos sobretudo da necessidade de realizarem manipulacdes algébricas em equacdes,
escalonamentos e no uso do Teorema de Cramer. Além disso, houveram obstaculos na etapa de
monitoramento da RP, quando os investigados deixavam de rever o caminho de resolucédo
percorrido e a solucdo do problema apresentado. Esses obstaculos, ao nosso ver indicam a
necessidade ainda presente de um avan¢co maior nas demandas de racionar e resolver
problemas inerentes a construcdo do pensamento algébrico. Todas essas dificuldades
necessitam ser melhor investigadas de modo a serem revistas e reconstruidas no ambito do

ensino da algebra, sobretudo no campo do contetdo de SL.
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CONCLUSOES

Essa tese teve por objetivo responder a questdo de pesquisa: Que contribuicdes a partir
de uma organizagdo de ensino por meio da resolucdo de problemas séo identificadas na
aprendizagem do conteddo de sistemas lineares com estudantes do 2° ano do Ensino Médio?

Para tanto, nossa investigagdo se pautou na organizacdo de ensino por meio da RP
proposta por Proenca (2021) pautada nas etapas de: 1) Uso do problema como ponto de partida;
2) Formacdo do conceito; 3) Definicdo do conteudo; e, 4) Aplicacdo em novos problemas.
Dessa forma, a analise de nosso estudo se baseou em cinco eixos atrelados aos objetivos
especificos e as quatro etapas supracitadas.

O nosso primeiro objetivo especifico estava pautado na anélise da compreensao e
desempenho dos alunos na etapa do uso do problema como ponto de partida para
introduzir o conteudo de SL. Nesse sentido, a analise desse objetivo concernente ao eixo 1 de
andlise, envolveu as aulas 1 a 4 de nossa organizacdo de ensino, nas quais foram trabalhadas as
situagdes 1 e 2 e as cinco agdes da abordagem de EAMVRP, preconizadas por Proenga (2018).
Dentro desse contexto, verificamos que as equipes participantes encontraram mais dificuldades
na situacdo 1 (cuja natureza envolvia um SL de duas equacfes e duas incognitas) do que na
situacdo 2 (concernente a um SL escalonado com trés equacdes e trés incognitas). Entretanto,
vimos um 6timo desempenho dos alunos com 14 de 15 equipes acertando a resolucdo da
situacdo 1 e 12 de 15 equipes com éxito na resolucéo da situacéo 2.

Nas aulas 1 e 2, na acdo de auxilio aos alunos durante a resolucdo do problema, os
audios transcritos mostraram que alguns participantes tiveram dificuldades de leitura e
intepretacdo do enunciado dos problemas propostos nas etapas de representacéo do problema
(com entraves de conhecimentos linguisticos e semanticos). Observamos também equipes que
mostraram dificuldades na etapa de planejamento com dificuldades em conhecimentos
estrategicos, na qual ndo sabiam qual estratégia adotar para resolucdo do problema. Nesse
sentido, também observamos equipes que tiveram obstaculos em seus conhecimentos
procedimentais na etapa de execucéo do problema da situagédo 1, 0 que as motivou a voltarem
novamente a etapa de planejamento e tracarem novas estratégias de resolucéo.

Nas aulas 3 e 4, poucas equipes aceitaram participar da exposi¢do na lousa na acao de
discusséo das estratégias dos alunos. Mesmo assim, percebemos nas discussdes que os alunos
puderam mostrar sobremaneira o éxito nas etapas de resolucéo de problemas e o uso adequado

de seus conhecimentos linguisticos, semanticos, esquematicos e procedimentais para chegar
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com sucesso a resposta das situacfes matematicas propostas. Por outro lado, vimos que a
estratégia mais usada para resolucdo das situacdes 1 e 2 foi a tentativa e erro, com 73% de uso
dessa para a situacdo 1 e 66,7% para a situacdo 2. Isso demonstra uma dificuldade dos alunos
em realizar a transposicdo de problemas naturais para a forma algébrica, preferindo assim o uso
da aritmética para sua resolucao.

Sobre a acdo de articulacdo das estratégias dos alunos ao contetdo, no tocante a
situacdo 1, percebemos que o professor pesquisador adotou a estratégia de tabela usada por uma
equipe para articular ao contetido de SL com duas equaces e duas incognitas. Ja para a situacdo
2, 0 professor escreveu o SL de forma direta para articular o conteddo de SL com trés equacoes
e trés incdgnitas. Esse fato ocorreu tendo em vista que a maioria das equipes resolveu por
tentativa e erro e nenhuma equipe quis apresentar sua resolucéo na lousa. Nesse contexto, nessa
ultima acao, percebemos que os participantes ndo quiseram participar ativamente do momento,
haja vista os poucos dialogos encontrados nas transcri¢cdes de audio.

J& 0 nosso segundo objetivo especifico pautado na andlise da compreensdo e
desempenho dos alunos na etapa de formacéo do conceito de SL, atrelado ao nosso eixo 2
de andlise, procurou verificar a compreensdo e o desempenho dos alunos na formacdo do
conceito de SL inerentes a segunda etapa de nossa organizacdo de ensino abrangendo as aulas
5 e 6. Nessas aulas, solicitou-se que os participantes respondessem as atividades 1 a 8 que
tratavam dos conceitos de EL, SL e suas solucgdes. Sobre o desempenho, verificamos que 0s
estudantes conseguiram sobremaneira escrever uma definicdo (construto mental) para os
conceitos abordados. A formacéo do conceito ficou ainda mais evidente quando, nas atividades,
os investigados puderam apontar de maneira correta caracteristicas, exemplos e ndo exemplos
dos conceitos de equacao linear e, sobretudo, de sistema linear, dando significado ao processo
de aprendizagem, ampliando seu entendimento e sua compreensao conceitual.

O terceiro objetivo especifico corresponde a analise da compreensao e desempenho
dos estudantes na etapa de defini¢cdo do contetido de SL, vinculado ao eixo 3 de analise, que
abarcou as aulas 7 a 14 e as atividades 9 a 20 de nossa organizacéo de ensino. Nessas aulas, 0
professor pesquisador buscou estabelecer as relagdes entre a linguagem matematica de SL com
a linguagem matematica usada nas aulas anteriores da etapa formacdo do conceito. Nesse
sentido, verificamos que 0s conhecimentos de compreensdo conceitual trazidos previamente
foram de grande valia para que as equipes participantes compreendessem as definigdes

matematicas e algoritmos concernentes ao contetido de SL.
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O que nos chamou a atenc¢do durante a realizacdo das atividades 9 a 20 foi que apesar
de a grande maioria das equipes participantes compreenderam o método resolutivo empregado
em SL, os erros de conhecimentos procedimentais em manipulagdes algébricas foi presente
em quase todas as atividades realizadas (atividades 9, 10, 11, 12, 14, 16, 17, 18, 19 e 20). Tais
dificuldades ocorreram principalmente ao se trabalhar o Teorema de Cramer e o Escalonamento
na resolucdo de SL com trés equacdes e trés incognitas.

Sobre esse fato, acreditamos que a melhoria do ensino de algebra relativa a
manipulacdes algébricas deve ser melhorada, quando ela comeca a ser ensinada ja no EF.
Assim, quando o aluno chegar ao EM e ao ensino superior terd amenizada a quantidade de
dificuldades encontradas ao se deparar com novos conceitos/contelidos/assuntos matematicos
que requerem conhecimentos prévios de algebra estudados 1a no EF. Isso passa pelo trabalho
de abordagens de ensino como as que utilizam a RP, tanto na formacéo inicial quanto na
formacéo continuada de docentes da educacao basica, como também em pesquisas que propdem
e/ou implementam novas abordagens que possam amenizar esse quadro preocupante de
entraves de conhecimentos procedimentais na algebra.

O quarto objetivo especifico inerente a analise da compreensdo e desempenho dos
alunos na etapa de aplicacdo de novos problemas envolvendo SL estava atrelado ao eixo 4
de anélise. Desse modo, esse objetivo envolveu o primeiro momento da etapa de aplicacéo em
novos problemas na qual os alunos resolveram a atividade 21 nas aulas 15 e 16. No inicio dessas
aulas, um fato que nos chamou a atencao foi que mesmo apo6s os alunos terem contato com a
formacdo conceitual (etapa 2) e definicdo de contetdo (etapa 3) inerentes a SL, os alunos
investigados demonstraram inicialmente grandes dificuldades de modo a usaram tais
conhecimentos na resolucdo do item “a)” da atividade 20.

Sobre o item supracitado, observamos que ja nesse primeiro problema apresentado 0s
estudantes ndo conseguiram visualizar um SL equivalente a ele. Nesse sentido, em nossa
pesquisa, a intervencdo do professor ao perceber os obstaculos dos alunos passados 20 minutos
de aula, indo até a lousa, discutindo com os estudantes e escrevendo o SL relativo ao problema
do item 21-a foi um divisor de &guas para que os alunos compreendessem como poderiam
adotar a estratégia de escrever um SL para resolucdo de cada um dos cinco problemas da
atividade 21.

Em relacdo as dificuldades de resolucéo do item 20-a, percebemos que elas ocorreram
tanto no uso de conhecimentos linguisticos para traduzir as informagdes presentes no texto

para uma representacdo mental, e no uso de conhecimentos seméanticos ao reconhecer 0s
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termos matematicos e suas relagfes, quanto conhecimentos estratégicos (gerar, planejar e
monitorar um caminho para solucdo). Esses entraves ndo permitiram que as equipes
participantes chegassem a uma estratégia de modo a resolverem o problema proposto. Em um
olhar sobre nossa organizacdo de ensino, acreditamos que esses obstaculos poderiam ser
contornados se durante 0 momento da aula o docente tivesse buscado envolver os alunos na
resolucdo do problema de modo a revelar quais termos do enunciado causaram dificuldades
para que eles pudessem converter a linguagem escrita para a linguagem algébrica de ELs e, em
seguida, para SL.

Na resolucéo da atividade 21, vimos que a maioria dos participantes a fizeram maneira
correta ou parcialmente correta, escrevendo com sucesso 0 SL equivalente ao problema
proposto e resolvendo-o adequadamente. Nessa atividade, ocorrem entraves na etapa de
execucdo (conhecimentos procedimentais) e de monitoramento. Sobre as dificuldades de
execucdo, como ja ocorreu na etapa 3, elas se concentraram em erros em manipulacdes
algébricas em métodos resolutivos de SL como o Teorema de Cramer e o escalonamento. J& 0s
obstaculos da etapa de monitoramento concentraram-se sobremaneira nos itens 21-c e 21-d
sobre o fato dos alunos escreverem o SL e o resolverem corretamente, mas ndo se atentarem a
pergunta proposta pelo enunciado do problema que no item 21-c perguntava sobre o produto
das vendas dos trés vendedores e, no item 21-d para a razdo entre multas leves e médias. Como
iSSO ocorreu na atividade 21, o docente percebeu a dificuldade e comegou a chamar a atencéo
dos alunos na resolucdo de problemas das aulas posteriores.

Finalmente, o quinto e Gltimo objetivo especifico inerente a analise da compreensao e
desempenho no uso do contetdo de SL na resolucdo de problemas na avaliacdo escrita,
vinculado ao eixo 5, envolveu o segundo momento da etapa 4 de aplicacdo em novos
problemas. Nesse momento, participaram 15 equipes que resolveram as atividades 22, 23, e 24
nas aulas 17 e 18.

Em relacdo as atividades 22 e 23, que exigiam dos alunos seus conhecimentos
construidos relativos a conceitos abordados na etapa de formacéo do contetdo, percebemos que
a grande maioria dos individuos pesquisados apontaram caracteristicas e exemplos corretos de
uma EL e de um SL na atividade 22. Na atividade 23, constatamos que a maioria dos
investigados assinalaram e justificaram corretamente as atividades, cujos enunciados eram
equivalentes ao SL dado. Dessa maneira, verificamos que os alunos foram capazes de apontar

uma definicdo (construto mental) nas atividades propostas. Além disso, puderam descrever
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caracteristicas, exemplos e ndo exemplos, verificar tipos e variagfes do conceito, mostrando
ampliacdo do entendimento e compreensdo conceitual por meio da prova escrita.

Sobre a atividade 24, Gltima atividade proposta por nossa organizac¢ao de ensino, assim
como ocorreu nos eixos de analise 3 e 4, novamente as maiores dificuldades encontradas foram
verificadas na etapa de execucdo do problema e apontaram, mais uma vez, entraves de
conhecimentos procedimentais. Nesse contexto, percebemos que quase todas as equipes
envolvidas adotaram a estratégia de escrever um SL para resolver os cinco problemas propostos,
optando principalmente por resolvé-los por meio do método do escalonamento. Nesse processo,
alguns alunos tiveram novamente dificuldades em manipulacdes algébricas e acabaram nao
obtendo éxito para chegarem ao resultado correto.

De modo geral, a anélise dos eixos 4 e 5 mostraram que grande parcela dos estudantes
compreenderam o0s conceitos e procedimentos de SL trabalhados nas etapas anteriores. 1sso
permitiu que os investigados fizessem uso dos conhecimentos previamente aprendidos, de
modo a adotar a estratégia de resolucdo da escrita do SL e de sua posterior execugdo por meio
dos diferentes métodos algébricos estudados. Nesse sentido, tivemos um bom aproveitamento
dos individuos pesquisados na avaliacao escrita, ficando apenas uma dupla de alunos com nota
abaixo da esperada para a atividade.

Em suma, na etapa 1 apresentamos a forma matemética do contetdo de SL usando o
problema como ponto de partida. J4 na etapa 2, as equipes participantes puderam ter uma
formacdo conceitual na qual tiveram contato com as caracteristicas de uma EL, de um SL e de
suas solucgdes tecendo um construto mental capaz de estabelecer a relacéo entre essa linguagem
matematica e a linguagem que foi utilizada na etapa 3 de definicdo do conteldo. Sobre essa
etapa, percebemos que possibilitou ao professor realizar com os estudantes discussoes coletivas
que facilitaram o entendimento e compreensdo da linguagem formal do contetdo de SL.
Quando chegamos na etapa 4, de aplicacdo em novo problemas, vimos que as situacdes
apresentadas exigiram dos investigados diferentes conhecimentos prévios de SL, numa
complexidade que conforme preconiza Proenca (2021) exigiu que 0s conceitos aprendidos
estivessem bem formados permitindo que fossem ampliados e ressignificados.

Dentro desse panorama, em alcance ao objetivo da presente tese, podemos inferir que
nossa proposta de ensino para aprendizagem do conteddo de SL com estudantes do 2° ano do
EM trouxe contribui¢des para o ensino desse conteudo dentro de uma abordagem a luz da RP.
Tais contribuicdes abarcaram avangos no ensino da algebra e do pensamento algébrico, na

abordagem da RP durante o trabalho em sala de aula relativo ao contetdo de SL no EM e
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apontamentos de dificuldades encontradas pelos alunos investigados. Sobre tais contribuicdes
descreveremos brevemente a seguir:

(@) ContribuicGes com avanc¢os no ensino da algebra e do pensamento algébrico: nesse
sentido, nossa organizacdo de ensino possibilitou estabelecer um ambiente de aprendizagem
significativa na qual os alunos pudessem resolver problemas usando diferentes estratégias por
meio da algebra. A vista disso, dificuldades como a transicdo da linguagem natural para a
linguagem algébrica puderam ser repensadas e reconstruidas por meio das etapas de ensino
propostas. Sob a otica de Ponte, Branco e Matos (2009) acreditamos que as demandas de
construcdo do pensamento algébrico dadas pelas competéncias de representar, raciocinar e
resolver problemas tiveram avancos que auxiliaram a capacidade dos alunos de resolver
problemas seguindo as quatro etapas de RP (representacdo, planejamento, execugdo e
monitoramento) referenciadas por Proenca (2018).

(b) Contribuices com a abordagem da RP durante o trabalho em sala de aula: 1sso se
sustenta no fato de ndo termos em nossa proposta de organizagdo de ensino uma abordagem
breve ou superficial, com prioridades apenas em calculos algébricos, com auséncia de
problemas e com excessiva linguagem formal ou generalizada conforme vislumbramos nos
apontamentos de diferentes autores. Além disso, o trabalho conceitual permitiu que os
estudantes avancassem no estabelecimento de relagdes entre o conceito, a defini¢do de contetido
e 0s processos algoritmicos desenvolvendo o pensamento algébrico dos investigados nas
demandas de representar e raciocinar possibilitando que os estudantes resolvessem diferentes
problemas equivalentes a SL usando o conhecimento algébrico adquirido.

(c) Contribuicdes em apontamentos de dificuldades no ensino de SL: Conforme vimos
em nossa se¢do de referenciais tedricos, apenas a dissertacdo de Martins (2019) apontava em
seus estudos as dificuldades de alunos na aprendizagem de SL em abordagens de ensino por
meio da RP. Dessa forma, nosso estudo avanca nesse sentido de modo a indicar os entraves
encontrados pelos estudantes de EM na RP de SL. A vista disso, vimos durante a abordagem
de nossa organizacgéo de ensino, dificuldades de alunos nas etapas de execu¢do com obstaculos
inerentes a conhecimentos procedimentais e na etapa de monitoramento da resolucdo de
problemas equivalentes a SL. Tal fato, indica a necessidade de novos estudos de maneira que
ocorra um avango ainda maior nas demandas de raciocinar e resolver problemas do
pensamento algébrico preconizadas por Ponte, Branco e Matos (2009).

Entre as limita¢Oes encontradas para nossa pesquisa, ela se deu com alunos do 2° ano

do EM do ano de 2022 que vieram de um periodo de pandemia. Esses estudantes tiveram que
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fazer parte do ensino remoto emergencial entre os meses de mar¢o/2020 a julho/2021. Sendo
assim, cursaram praticamente todo o 9° ano do EF e metade do 1° ano do EM de forma remota.
As dificuldades de ensino de &lgebra principalmente em relacdo a manipulacgdes algébricas que
ja eram recorrentes no ensino presencial, se agravaram mais ainda no ensino remoto.
Acreditamos que essa seja uma das principais causas de dificuldades de conhecimentos
procedimentais serem frequentes durante as etapas 3 e 4 de nossa organizagéo de ensino. 1sso
contribuiu principalmente em obstaculos nas etapas de execugado na resolugédo de problemas que
propusemos no andamento das atividades. Ainda foram observadas dificuldades menos
frequentes de conhecimentos linguisticos, semanticos e esquematicos que merecem ser
trabalhadas de modo a serem amenizadas por abordagens de ensino e pesquisas na area de
educacao matematica.

Sobre 0 uso das quatro etapas (uso do problema como ponto de partida, formacéo do
conceito, definicdo do contetdo e aplicacdo em novos problemas) de Proenca (2021) adotadas
por nosso estudo, verificamos um salto qualitativo no ensino de SL promovido sobretudo pela
formacdo conceitual. Sobre esse fato, ndo observamos trabalhos da literatura atual cuja
abordagem de ensino por meio da RP permitissem a aprendizagem de conceitos, exemplos, ndo
exemplos e a formacdo do construto mental de SL com alunos do EM. Nesse sentido,
observamos em nossa investigacdo que a metodologia de ensino utilizada foi preponderante
para que chegassemos aos objetivos almejados para o presente estudo.

Nesse panorama, acreditamos que essa proposta de organizacdo de ensino promoveu
contribuicdes que permitiram uma reflexdo sobre o trabalho do contetdo de SL feito no EM
por meio da RP, abordando a aprendizagem conceitual previamente a defini¢do do contetdo.
Vemos assim, a importancia da formacéo conceitual como uma etapa relevante dentro de uma
organizacdo de SL de modo a facilitar a compreensdo e entendimento desse contetdo pelos
estudantes. Por meio dele, foi possivel os estudantes pesquisados ndo aprenderem pelo chamado
ensino tradicional, mas aprender a resolver problemas concernentes ao contetdo abordado.
Além disso, nosso estudo ainda apontou dificuldades que precisam ser tratadas relativas ndo so
ao contetdo de SL mas ampliando para algebra, que necessitam ser mais bem estudadas de
modo a serem reconstruidas. Dessa forma, almejamos que nossa investigacdo seja precursora
de novas pesquisas com propostas de ensino por meio da RP envolvendo SL na educagéo
matematica, principalmente o trabalho de formacéo conceitual como a proposta de Proenca
(2021) ainda pouco explorada por trabalhos na literatura académica atual.
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APENDICE A - TCLE - TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Carissimo (a) pai, mae ou responsavel legal do aluno(a) participante da pesquisa.

O pesquisador Professor Me. Jodo Alessandro da Luz, aluno do Programa de Pds-
Graduacdo em Educacéo para a Ciéncia e a Matematica (PCM — UEM), em nivel de doutorado,
orientado pelo Professor Dr. Marcelo Carlos de Proenca, vem por meio deste convidar seu filho
(a) a participar desta pesquisa académica.

A referida pesquisa € intitulada “Resolucdo de Problemas: contribui¢fes de uma
proposta de ensino de sistemas lineares no ensino médio” e tem por objetivo investigar as
contribui¢cbes de uma organizacdo de ensino para aprendizagem do conceito matematico
referente ao conteddo de Sistemas Lineares usando abordagem da Resolucéo de Problemas.

O desenvolvimento da pesquisa sera durante o 2° trimestre do ano letivo de 2022 com a
turma do 2° ano X do EM. Nestas aulas serdo trabalhados os conceitos que abarcam o conteido
de sistemas lineares e o desenvolvimento das aulas e atividades se dardo com 0s pressupostos
tedricos que embasam a Resolucdo de Problemas, possibilitando assim o desenvolvimento de
sequéncias didaticas nesta perspectiva.

Destacamos, que durante as aulas, serdo utilizadas diversas formas de coletas de dados
para a pesquisa, a saber: gravacdo do audio das aulas; registro imagens por meio de fotografias;
atividades impressas realizadas pelos estudantes e devolvidas ao professor; e, anotacdes de
campo do professor.

Alertamos que poderdo ocorrer riscos e desconfortos aos participantes que ao se
envolverem com a pesquisa terdo contato com outros participantes. Esses riscos/desconfortos
podem se apresentar de maneira emocional, psicoldgica, cultural, fisica, entre outros e podem
acarretar algum mal-estar ao participante. Porém, informamos que o pesquisador estara atento
a todo e qualquer acontecimento atipico, para proporcionar ajuda sobre qualquer risco ou
incdbmodo que possa vir a ocorrer, comprometendo-se a propiciar 0 maximo de beneficios e o
minimo de riscos. Tais medidas de contencdo de riscos sucedem intervencdo pontual sobre
qualquer acontecimento, disponibilidade de didlogo a qualquer momento, aplicacdo das leis e
ordens seguidas pela Universidade Estadual de Maringa (UEM) para o bem-estar do estudante,
entre outras que favorecam os estudantes. Além disso, como providéncias para minimizar
possiveis riscos, a pesquisa sera sempre acompanhada pela equipe pedagdgica e direcéo.

Dessa forma, os beneficios tangenciam de forma direta o0 aperfeicoamento da pratica do
professor em sala e 0 processo de ensino e aprendizagem dos alunos em sala de aula. Sendo
assim, de modo direto, os beneficios esperados sdo: a) propiciar um aprimoramento das a¢oes
didaticas do professor e pesquisador em sala de aula; b) permitir aos estudantes participarem de
uma organizacdo de ensino para aprendizagem de conceitos matematicos do contetudo de
sistemas lineares por meio da resolucdo de problemas, processo esse inédito no meio
académico; c) evidenciar limites e possibilidades no processo de ensino envolvendo a resolucéo
de problemas; d) fornecer subsidios para que os alunos aprendam o contetdo abordado de forma
concreta, entendendo seus conceitos, variagdes, ampliando e compreendendo suas inimeras
possibilidades. Além disso, de forma indireta, a pesquisa busca apontar contribui¢fes para o
campo da Educacdo Matematica e para os futuros pesquisadores e professores interessados
sobre a temética abordada.
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Ao pesquisador cabera o desenvolvimento da pesquisa de forma confidencial, seguindo
as Resolugdes Normativas n® 466/2012 e n° 510/2016 do Conselho Nacional de Saude (CNS).
Vale ressaltar, que o (a) voluntario (a) poderd se recusar a participar, ou retirar seu
consentimento a qualquer momento da realizacdo do trabalho ora proposto, ndo havendo
qualquer penalizacdo ou prejuizo para o (a) mesmo (a). Sera garantido sigilo dos resultados
obtidos neste trabalho, assegurando assim a privacidade dos participantes. Ndo havera qualquer
despesa ou 6nus financeiro aos participantes voluntéarios desta pesquisa e ndo havera qualquer
procedimento que possa incorrer em danos fisicos aos voluntarios e, portanto, ndo ha
necessidade de indenizag&o por parte da equipe cientifica e/ou Instituicdo responsavel.

Quaisquer davidas sobre a pesquisa, 0 participante pode entrar em contado com a
responsavel, Professor  Me. Jodo  Alessandro da  Luz pelo  e-mail
joaoalessandro.luz@gmail.com, através da equipe pedagdgica ou direcdo escolar pelo telefone
(44) 35231515 ou pelo NRE — Ndcleo Regional de Ensino de Campo Mourdo pelo telefone (44)
35182750. Da mesma forma, é possivel obter maiores informacg6es no Comité Permanente de
Etica em Pesquisas Envolvendo Seres Humanos, localizado na Av. Colombo, 5790, UEM-PPG,
Sala 4, Maringé-PR, inscrito pelo CEP: 87020-900, telefone: (44) 3011-4444, e endereco
eletronico definido por: copep@uem.br.

Ao final da pesquisa o participante tera livre acesso para discutir os dados com o
pesquisador. Informamos que todos os dados obtidos durante a realizacdo da organizacéo de
ensino serdo utilizados somente para os fins desta pesquisa, e serdo tratados com o0 mais
absoluto sigilo e confidencialidade, de modo a preservar a sua identidade. Sendo assim, todo
material sera transformado em meio eletrdnico, e o material proveniente da coleta de dados sera
destruido; o material eletrénico permanecera em posse do pesquisador por 5 anos e ap0s esse
tempo também sera destruido.

Desta forma, diante da leitura e entendimento dos esclarecimentos aqui colocados, por
estar de pleno acordo com o teor do mesmo, dato e assino este termo de consentimento livre e
esclarecido.
Eu,
declaro que fui devidamente esclarecido (a) e concordo em permitir a participagdo
VOLUNTARIA do (a) aluno (a)

da pesquisa acima citada.

Data:

Assinatura

Eu, JOAO ALESSANDRO DA LUZ, declaro que forneci todas as informacdes referentes ao
projeto de pesquisa supra nominado e que cada participante da pesquisa recebera uma via deste
Termo de Consentimento Livre e Esclarecido.

Assinatura do pesquisador
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APENDICE B — TALE - TERMO DE ASSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO
Caro aluno(a), gostariamos de convida-lo a participar da pesquisa de doutorado do
pesquisador Prof. Me. Jodo Alessandro da Luz, que tem como objetivo analisar que
contribuices uma sequéncia didatica, organizada e implementada com foco na resolucao de
problemas, favorece a aprendizagem de um contetdo matematico por alunos do 2° ano do

Ensino Médio.

Quanto aos procedimentos da pesquisa: para gque a pesquisa ocorra, a sua
participacdo é muito importante pois serdo através das suas resolucdes dos problemas, das
gravacdes em audiodas discussfes geradas em equipe e dos didlogos realizados com o
professor pesquisador, que iremos analisar as dificuldades na resolugdo de problemas de
modo que possamos sanar tais dificuldades, sobretudo, aprendendo matemaética de um jeito

diferente, por meio da resolucdo de problemas contextualizados.

Quanto a coleta de dados: Os Unicos dados seus que serdo utilizados na pesquisa
serdo as resolugdes de questdes, perguntas e problemas matematicos, além das gravagdes em
audio feitasem sala de aula para que o pesquisador possa entender a sua maneira de pensar
através dos didlogos com seus colegas e com o professor pesquisador. Lembramos também
que vocé ndo tera custo financeiro algum com o material utilizado na implementacdo da

pesquisa.

Quanto aos riscos: vocé pode achar que determinadas perguntas te incomodam, ou ndo
se senteconfortavel para resolver um problema matematico na lousa. Nesse caso, vocé pode

escolher ndo responder quaisquer perguntas que o facam sentir-se incomodado.

Quanto aos beneficios: as atividades desenvolvidas na implementacdo dessa
sequéncia didatica bem como a maneira do professor conduzir a aula nessa perspectiva do
ensino via resolucdo de problemas poderdo contribuir para a aprendizagem do contetdo
matematico estudado, assim como propiciar o0 engajamento, autonomia, lideranca, raciocinio

e criticidade.

Quanto a confidencialidade: conforme dito acima, seu nome nao aparecera em lugar
nenhum na pesquisa de doutorado, assim como as gravacdes realizadas na sala e as resolucdes
feita por vocé. Apenas o professor pesquisador Jodo Alessandro da Luz e seu orientador de

doutorado Prof. Dr. Marcelo Carlos de Proenca terdo acesso.
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Quanto a recusa em participar: se Vvocé optar por participar deste estudo,
informamos que a qualquer momento vocé pode recusar participar da pesquisa, seja devido a
algum desconforto,ao horéario marcado, a sua disponibilidade ou outro motivo, sem que haja

qualquer prejuizo ou constrangimento.

Quanto a davida e reclamacgdes: Caso vocé tenha ddvidas ou necessite maiores
esclarecimentos, pode contatar o professor pesquisador a qualquer momento durante a

realizacdo da pesquisa, ou pelos seguintes meios.

Contato do Professor pesquisador Jodo Alessandro da Luz
Telefone: (44) 3017-6264

E-mail: jluz@escola.pr.gov.br

Qualquer davida com relacdo aos aspectos éticos podera ser esclarecida com o Comité
Permanente de Etica em Pesquisa (COPEP) envolvendo Seres Humanos da UEM, no endereco

abaixo:

Contato do COPEP/UEM
Universidade Estadual de Maringa.

Av. Colombo, 5790, UEM-PPG, Sala 4.
CEP: 87020-900, Maringa-PR
Telefone: (44) 3011-

4444 E-mail:

copep@uem.br.

Por fim, solicitamos que vocé preencha os locais indicados abaixo com seu nome
completo e assinatura, além de colocar uma rubrica em cada folha, para que assim possamos
garantir que voceé leu e concordou em participar da pesquisa. Sobretudo, atestamos a garantia

de que vocé receberd uma via do Termo de Assentimento Livre e Esclarecido — TALE.

Eu, (seu

nome


mailto:copep@uem.br
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completo por extenso) declaro que fui devidamente esclarecido e concordo em participar
VOLUNTARIAMENTE da pesquisa.

Data: [/

Assinatura
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APENDICE C - MODELO DA NOTA DE CAMPO A SER UTILIZADA NAS AULAS
DE ORGANIZAGCAO DE ENSINO

NOTAS DE CAMPO

DADOS DE IDENTIFICACAO:

Aula(s) da Organizacédo de Ensino Trabalhadas:
Data: / /

Horario de Inicio:

Horario de Término:

Atividades ou situagdes vivenciadas:
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APENDICE D - PARECER CONSUBSTANCIADO DO CEP

{- UNIVERSIDADE ESTADUAL DE Mo
SEUEM VERSGIEETAO OF gl

FARECER CONSUBSTANCLADD DD CEP
DADEE DO PROJETD DE FEEGUIZA
Tthalo da F-u:qtta:ﬁ::sulut;iu de Frobiemeas: :-:-n'h'l:-ul;n!uzs de uma proposia de ensino de sisiemas

linesares no =nsimo médlo.

Pecguicador: kMarosic Caros de Frosnga

Arsa Temnatioa:

Varcio: 2

CAAE: B0E03422 5.0000.0104

inctitulpdo Proponende: CCE - Ceniro Clénclas Exatas
Patrooinador Primslpal: Financiamento Proprio

DADCEE DO PARECER
Homars do Panessss: 5.7 16,055

Aprecentapdo do Projato:

Trala-z= de andlise de resposias a0 parcecer pendente n? 5 6300365, emEldo pelo COFPEF &m 08 de
setembro de 2022, referenie a0 projetn de pesquilss =m pilie] de doutorado vinoulado >0 Frogama de Pas-
Graduapio em Educacho pama a Cénda = a Matemdfica do Centro die Cléndas Exatas, da Unkrersidade
Estadual d= Karinga.

Objetivo da Pecgulca:

Cibjetivo Prirradrio: Anallsar as Dﬂll'ﬁ'l:i.lil'.ﬁci-lill uma proposa de ensims organizada oo foon na abordagem
da resciuglo de probiemas, que t= evidendam no favworscimento da apnendzage onoEkual & pro0es Sual
do conteddo d= BL com estudanies do 2® amo do ERL

Chjethvn Secundado: Os objethos especificos s=rSo pautados na andllse:1 - Das dificuldades & dios
conhecimenics. apresentydos pelos alunos no Eocesso de eru-;Eu e probleays, na etapa do problema
coma ponio de partida; 2 - Da compresnsio, empenho & desempenho dos akumcs no processo de ensing de
-:I-r'lrl-;in dir conbeddo de slshermexs Insarss; 3 - Da compre=rsio, =mpenho = dessmpenho dos aluncs na
rzsul.ln;!-:- d= mcios problemas £ - Da compreersdo da aprendizsgem conceBual dos alunos relafivas ao
conteddo de sisiemas lmeanes.

Awallyglo doc Flcosc & Benafolos:
AALIAGAD DE RISCOS E BENEFICIOSE: Conskdera-se que o possivels rscos a gue estarfo sujefos

Erdarego: Ay Codombe, 5750 LEMST0 | main 4

Balime: Jardm Unresraidiic CEP: gy imcem
L= Hunicipio- E=SHPOS
Talmfona (44 30 14507 Fan: 00 - Emal: coospuesT o

Sl C1 i B
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o parboipani=s da pesquisa sarSo suplantados pejos beneficios apontados.

Comandarios & Conclderapliec cobne & Pecgulca:

Esse projetn de tese e como objetho aralsar as contrbulgfes de uma proposts de emsifo para o
conbeldo de sisiemas Ineares por mek da resoluclo de problemas gue se evidendam no favorecimenhs da
aprendizagem conosibusl & processusl desse conbsbdo com estudantes do 29 ano do =nsing mddic. Pam
tanto, =sse rabalho Fats-se de wes pesquisa de abordagem gualiabva na modaldsde de pesguisa
pedagagica. O paricipantes dassa investigacio sarlo 34 alunos, sendo 12 do pénerc masculing = 22 do
prern femining do 2® anc do ensing medio de uma ssoola pdblica oy professor-pesqulsador & dotenbs da
discipiina de matemdtica. Os Instrumenns empregados para colsta de dados serfo; gravaglo de audio,
fobografiys, Fegisios. dos alunas & Rotas 3= campds do professor pesquisador. OF pocedimenios de andilse
de dados farSo uso das Wcnicss da andlise de conteddo o= Bardin.

Conelderapbes cobre oo Termos de apreceniagdo obrigataria:
Apresenia cronograma compativel com a execucio do projeto. O orpamento estd detalhado & & de

responsabiidade dos pesquisydores. Apresenta documento de sutorizac8o do Cokgio Estadual Clvico
Militar Marechal Rondon, assirada pela senhora Consuelo Lulza Lucas, dirstora do referido Caoléglo.
Apresenta Termo de Concorddncis do NRE para a Unidade Cedente assinada por Gizsill Mocein Martins
Representante da CAA no NR & por Ivele Kelko Sakuno Carios Chefla do NRE. Apresents TALE & TCLE
dentro das nommativas & ambém apresenta fola de rosto dentro das normathas.

Conolscbes ou Penddnolas o Licta de Inadequsghes:

D acoado com & andlse resllrsds, oom as imtormagles corstntes nos arguivos anexados & basesdo na
Iegislacho vigents, wertlicou-s& que o pesquissdones sanaram a bodas as pendénclas anteromrmnents
aponiadas no FARECER CONZUBISTAMCIADD COPFEF 5.630.359, de OE de seiembro de 3022, quals
sejam:

Fendénda 1: Quanic & TCLE:

&) imformar o horno de funconamenio do COFEF

Fendénda atendkda

k) Esciarecer, & breves palaymas, o ques & o SOPEP.

Fendénda atendkda

) Esclarecer &0 participanss da pesguisa que sie i=rd acesso aos resuBsdos obbdos como preconlza a
F:H-:lu;!l:l CHE N" 455 die 20132, Bemi 1L .4, que afirmis gue= 35 pesgulsas desem

Erdarepa: Ay Codombe, 5780 LEMFF0 | eeim 4

Balime: Jardm Unfesrsfaicic CEPF: gy imesm
(L] Hunicipio: RSMPCA
Talsfona (44080 14507 Fan: (000 -4 E-mall: cocepliusT S

s 2" dn s
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Fsegurar 3 ndos os paficipantes ao final do estudo, acesso gratulio = por tempo indeferminacdc =0
resuliados da pesquisa.

Fendénda atendids

d] De{ear clars no TCLE que, o documenio fol slaborado =m duas vias & gque uma delas Scard oo o
participants da pesquisa (Aesolupio CNE N® 466 de 2012, item IV S.d). Esclareper ambém que bodas a5
péginas serdo rubricadss peio pesguisador = pelo parbicipants.

Fendénda akendida

=] Humerar as Toles. do TCLE da forme: 1 de 25 2 de 2.

Fendénda ak=ndida

fl Preferencialmenbs =S In'I'm-'ﬂples acenca dos contalos deyem sar apresenizdas no Tnal da pagina = de

forma mals espaada.
Fendénda ab=ndkis

Fendénda 2: Qusnio a0 TALE:

3] Mo Tale, o partcipants dy pesquisa precisa sk

Fendénda atendida

b Mumerar x5 pagines do TALE.

Fendénda akendida

) Dehvar daro no TCLE que, o dooamenbs fol slaborado &em duas vias & que uma delas ficard com o
participante da pesquisa (Resolupio CHE N* 466 de 2012, item IV S.d). Esclareper tambedm que bodas as
pdginas serdo rubricadas peio pesquisador = pelo parbicipants.

Fendénda ak=ndida

d] Informar o hordrio de funclonamesnio do COFEF.

Fendénda akendida

=] Esclarecer, & breves palavras, o gue & o SOPEFP.

Fendénda atendida

Tl Esclarecer ao paficipante da pesguisa gue ele bard acesso aos resulkados obbidos como preconiza a
Resoluclio CNE N® 455 de 2012, ibem 11.3.d, gue afirma gue as pesquisas devem assegurar & bdos os

participanies a0 fimal do eshido, aoesss grafulo = por fempo Indeterminasdo.
Fendénda ab=ndkis

Fendéncis 3: Mo caso do projeio de pesquisa & guestio, & Area Terdlca na Tolha d= st ndo deve ser
preenchida, pols ndo se tata de pepkum dos iemas da Resoluplo 485201 2-CNS, Bem D04 que eshabelece
s lemas especificos para Areas tematicas.

Endarsga: Ay Colombe, 5700 UEM-ST0 eaim 4

Balrre: Jardm Uniesesisiic CEP: grfimscasm
ur: Buniipio:  BANRES
TalmSona: (440307 1-4507 Fan: (000 14444 E-mail:  coospiueT B

ghvds 30 dr s
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assegurar & odos os paricipantes ao final do eshudo, scesso gradubio & por tempo Indeferminado wos
resuliados da pesquisa.

Fendénda atendkdy

d] Delxar claro no TCLE que, o documenio ol slaborado sm duas vias = gque uma delas Scard com o
participante da pesquisa |Resoluglo CHE N™ £66 de 2012, them IV 5.d). Esclarecer ambém que hodas as
paginas serdo rubricadss palo pesguisador = pelo participants.

Fendénda abendida

=] Numerar as folfeas do TCLE da formac 1 de 2; 2 de 2.

Fendénda abendidy

1 Prederenciaments as Infn:l'r-'a;ﬂes acerca dos contalos devem ser apresenisdas no fmal da pagina & de

forma mals espacada.
Fendénda atendids

Fendénda 2: Quanio &0 TALE:

&l Mo Tale, o participant= ds pesguisa preciss sabes

Fendénda atendida

b1 Humerar as pagines do TALE.

Fendénda atendkds

i) Deheyr clare no TCLE que, o dotumeni fiol slaborado &m duas vias = gque uma delas Scard com o
partidpant: da pesquisa -:Fl.csnlu;h CHI M" 4566 de 2012, em RW.5.d). Esclareoer Bmbdm que iodas s
péginas serlo rubricadys peio pesquisador & pelo participantes.

Fendénda atendida

d} Informear o hordro de fundonamenio do COFEP.

Fendénda atendkds

=] Esclarscer, & breves palvras, o gue & o COPEP.

Fendénda atendida

T Esclarscer a0 participants da pesquisa gue &1 berd 3Ces50 a0s resukados obtdos Ccomo preconiza a
F::idu;!u CHE N" 455 de 2012, e 111.3.d, gu= afirra gue as pesguisss devem assegurar & odios os
participanies a0 final do eshido, acesso grafulo & por iempo Rdeisrminaco.

Fendénda atendkds

Fendéncia 3: Mo caso do projeio de pesquisa em questio, & Area TemdSca na Tola de resto nfio deve ser
preenchida, pots ndo s= Al de nenirm dos iemas da Resoluplo 4552012-CHE, Bem L4 gue esabeisce
o5 emas especificos para Areas i=maticas.

Erdaren: Ay Colombc 5700 LEMWSTLG a4

Bslrre:  Jmrdm Linfesrsishds CEP: g7 mcsm
ur: M Nunicipio:  MAIRGA
Taimdona: g 00 14507 Fan: (4000 14044 Bl comspfueT S
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Pesguisador caria_apressniacys_oren@dor g DSDEEEE | Marcei: Carios de Areiio
Fiss pan sdnied 14:40°44 | Proency
Decliars e Araite Direbor pa DSDEEEE | Marein: Carios de Areiin
Instiuicio & 143242 |Prosnga
mcm%de Comoomianciy_MRE pdf DSDEEEE | Marcein: Carios de Areito
concordAncia 1473897 Froenca

Husgdo do Parsosr:

Aprovads

HWeosccla &precisgdo da COMER:
Hic

MARBGA, 21 de Qutubro d= 2022

Agcinado por

aria Emilla Graccd Eucto Migusl
[Co-nrdanadorall

Erderepa: Ay Codombe, STHD LEMEFT0 | maim 4
Balire:  Jardm Lnfeseatshds CEP: a7 s
L] Menicipio:  RAMMIA

Talmfona: 440807 14507 Fan: (00 -4 E-mail:  coospdusT =

S lagids K e £

263



